CUADRATURA GAUSSIANA

FABRICIO MACIA

Objetivo y contexto. Sea A = {xo,...,xy} un conjunto de puntos o nodos del intervalo
[a, D], distintos dos a dos. Una regla de cuadratura

IA(f) = aof(x0) + ...+ v flxn), fe€€(ab]),

es de tipo interpolatorio si
b
Ia() = [ P
a

siendo Pf el polinomio interpolador de f por los nodos A. Los pesos (@;)i—o,... y de una
regla de tipo interpolatorio vienen completamente determinados por los nodos a través

de la identidad: i
(1)1:/ K,-(x)dx, iZO,...,N,

siendo /; el i-ésimo polinomio de la base de Lagrange asociada a A. Una regla de tipo
interpolatorio tiene grado de exactitud mayor o igual a #A — 1 = N (integra de forma
exacta todos los polinomios de grado menor o igual a N).

Las regla de cuadratura Gaussiana surgen como respuesta a la siguiente pregunta.
Fijado N > 0, ;es posible elegir una familia Ag de N + 1 nodos de tal manera que
el grado de exactitud de .5 sea maximo cuando A = Ag de entre todas las posibles
elecciones de N + 1 nodos A en [a, b]?

Una primera caracterizacion. Comencemos investigando que condiciones han de cum-
plir una familia de N + 1 nodos A para que

b
S (q) = / g(x)dx,

para cualquier polinomio ¢g de grado N 4 m, con m > 0.
Obsérvese que, para un polinomio g de estas caracteristicas, se cumple que:

q(x) = Py (x) = r(x)(x —x0) -+ (x —xw),
siendo r un polinomio de grado m — 1. Esto es consecuencia de que el polinomio:
(1) pN+1(x) == (x—x0) -+~ (x —xp),
divide a g — PqA en el anillo de los polinomios, al ser A raices de g — PqA.

Como consecuencia de esta observacion, deducimos que si .# tiene grado de exacti-
tud N + m entonces:

0= /abq(x) dx — Ix(q) = /ab r(x)py+1(x)dx;
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como ¢ es un polinomio arbitrario de grado menor o igual a N +m, se sigue que r es un
polinomio arbitrario de grado menor o igual a m — 1. En particular, se tiene que verificar
que

b
) /xkpNH(x)dx:O, k=0, .m—1.

Obsérvese que m — 1 < N+ 1; si m = N + 2, la identidad (2) implicaria que

b
/ pys1(x)rdx =0,

lo cual forzaria a que py11 = 0, que es contradictorio.
De todo esto, concluimos que

= Una regla de tipo interpolatorio tiene a lo sumo grado de exactitud 2N + 1 =
2#A — 1.

= La existencia de una regla de tipo interpolatorio .#5 de grado e exactitud 2N + 1
es equivalente a la existencia de un polinomio ménico py+, de grado N+ 1y
cuyas raices sean precisamente A, que cumpla ademas (2) con m = N + 1.

El resto de estas notas estd dedicado a mostrar que existe un polinomio de grado
N + 1 con estas propiedades y a dar un procedimiento eficiente para calcular sus raices,
el conjunto A de nodos de las conocidas como reglas de cuadratura Gaussiana

Es posible ademds probar que los pesos de las reglas de cuadratura Gaussiana son
siempre positivos. Esto tiene implicaciones practicas importantes a la hora de minimizar
efectos indeseados debidos a la artimética de precision finita.

Polinomios ortogonales. La identidad (2)) puede interpretarse como una relacién de
ortogonalidad dentro del espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo N + 1
equipado del producto escalar:

(plq) = /abp(x)q(x) dx.

Demostremos la existencia de un polinomio ménico py.1, de grado N + 1, cuyas
raices sean reales, simples y estén contenidas en [a,b] y que sea ortogonal a todos los
polinomios de grado a lo sumo N.

Aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a la familia de monomios {1,x, ... XN +1}
deducimos la existencia de polinomios py; de grado exactamente k =0,...,N+ 1, con la
propiedad de que py es ortogonal a todos los polinomios de grado a lo sumo k — 1. Tras
normalizacién, podemos suponer que cada polinomio p; es ademds moénico.

Esto concluye la demostracion de existencia de py 1 salvo por la propiedad de loca-
lizacién y multiplicidad de sus raices, que damos a continuacién. Demostraremos que
Dr posee k raices reales simples en [a, b].

Sean ¢y, ..., c, las raices reales de py en [a, b] contadas con sus multiplicidades; cons-
truyamos

q(x) = (x—c1)---(x=c).
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Si r < k entonces (py | g) = 0; pero por construccion, el siguno de pg es constante en
[a,D]. Esto fuerza a que r = k.

Supongamos ahora que alguna raiz es mulltiple. En ese caso existe un indice i y un
polinomio r de grado k — 2 tal que py(x) = (x — ¢;)?r(x). En ese caso:

0= /ahpk(x)r(x) dx = /ab(x— ci)?r(x)?dx,

lo cual implicarfa la contradiccién 0 = r = p.

Calculo de Ag. Pasemos a calcular pyy. Para ello vamos primero a demostrar la
relacion de recurrencia:

3) Pr+1(x) = (x—ax) pr(x) — bkpr—1(x), k=0,...,N,
siendo p_1 =0,bp =0,y

b
g Jape?dx e
Ipell> | pr—1?

Para ello observamos que
q(x) = pi1(x) —xpi(x)
es un polinomio de grado menor o igual a k. Por ello

b
0= (qlpest) = llprtlP = [ p@pii (o),

a
yq=0ypo—+ ...+ Qpr con
(CI\Pi)
| pill?

o; =
Calculemos:
b b
@1p) = (it p) = | xpop0) dx == [ xpi(x)pelx)d
a a

De aqui se sigueque o; =0sii=0,...,k—2y:

b
G = — Jpi)pex)dx | pe?
| pk—1]1? |pk—11?’
b
S xpk(x)?dx
e
| prl|

Este procedimiento permite calcular eficientemente py.1; una vez calculado se hallan
sus raices y tenemos asi los nodos de la regla de cuadratura Gaussiana.

Este método, no obstante, no es el mds eficiente para calcularlos. A continuacion,
describimos un algoritmo alternativo. Las identitdades se pueden escribir en forma
vectorial como

S P(x) = xP(x) —1(x),
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siendo

&
=
(S
(=)
[e)

- OO

o

S
z
L.

Q
=

[

—

p+1(%)
Por tanto x; es raiz de py,1 siy s6lo si es un autovalor de _¢#. Los autovalores de
_# son facilmente calculables numéricamente si nos damos cuenta de que _# se puede
conjugar a una matriz simétrica. Concretamente, si definimos

Q::diag(50,...,5N), 50:1, 6j:\/b]...bj,
Entonces j =0 # Q es simétrica y tridiagonal. Las entradas de la diagonal sub-
principal son _Z;11; = /b;, y la diagonal coincide con la de _#. Uno calcula entonces
los autovalores de la matriz j .



