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De curvas a superficies

@ Las superficies son mucho mas complejas geométricamente que
las curvas.
@ No obstante, el disefio esta basado tradicionalmente en curvas.

@ “Buenas curvas hacen buenas superficies” (refrdn popular)

ci(v)
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Generacion de superficies

@ ¢/ Como podemos generar superficies a partir de curvas?

@ Sidesplazamos los vértices del poligono de control a lo largo de
curvas, {co(V),...,cm(V)}, v € [0,1],

c(uv) = 3 c(WIBM (),
i=0

las curvas de Bézier c(u, Vvp), de poligonos {co(Vo), ..., Cm(Vo)},
evolucionan en el espacio describiendo una superficie c(u, V).

A
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Generacion de superficies

@ ¢ Como podemos generar superficies a partir de curvas?

@ Si desplazamos los vértices del poligono de control a lo largo de
curvas, {co(V),...,cm(V)}, v € [0,1],

m
c(u,v) =) ci(v)BM(u),
i=0
las curvas de Bézier c(u, Vvp), de poligonos {co(Vo), ..., Cm(Vo)},

evolucionan en el espacio describiendo una superficie c(u, V).
@ Por coherencia, parece razonable postular que la evolucién de los
vértices sea también polindmica,

n

ci(v) = (ci)Bl'(v),

j=0
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Generacion de superficies

@ Por coherencia, parece razonable postular que la evolucién de los
vértices sea también polindmica,
n

ci(v) = (ci)Bl'(v),

j=0
@ La superficie resultante sera polinémica de gradomenuynenv
(bigrado (m,n)),

c(u,v) = zm:zn:ci,jB{“(u)Bj”(v), u,v € [0,1].

i=0 j=0
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Generacion de superficies

@ Por coherencia, parece razonable postular que la evolucién de los
vértices sea también polindmica,
n

ci(v) = (ci)Bl'(v),

j=0
@ La superficie resultante sera polinémica de gradomenuynenv
(bigrado (m,n)),

c(u,v) = zm:zn:ci,jB{“(u)Bj”(v), u,v € [0,1].

i=0 j=0
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Estructura del curso

Curvas polinémicas.

Curvas racionales.

Curvas spline.

Superficies de Bézier.@
Generacion de superficies.
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a Motivacion

@ Superficies de Bézier

@ Propiedades de las superficies
@ Algoritmo de De Casteljau

6 Elevacion del grado

@ Derivadas

a Interpolacion y aproximacion
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Superficies de Bézier

@ Una superficie polindmica de Bézier de bigrado (m, n) se define
Coo -+ Con
por una malla de control , .

Cmo “*° Cmn
m n
c(u,v) => "> ¢ BMuBM(v), u,velo,1]
i=0 j=0
@ Notese que la base de funciones es particion de la unidad,
m n
> ) BMu)BN(v) =1.
i=0 j=0

@ Esto permite que las superficies hereden las buenas propiedades
de las curvas.
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Superficies B-spline

@ Sustituir los polinomios de Bernstein por las funciones B-spline.
@ Una superficie B-spline de bigrado (m,n) y M x N tramos precisa
dos listas de nudos, {ug,...,Usmim—2}, {Vo,---,Vonin_2} Y UNa
malla B-spline formada por {do 0, .- -, dm+M—1,n+N—1}-

@ Esté parametrizada en [Um_1,Umim-1] X [Va—1, Vnin—1],
m+M—-1n+N-1

cuv)= > > diNT(UN(V),
i=0 =0

@ Las listas suelen comenzar y acabar con m y n nudos repetidos.
@ El algoritmo de insercidn, de De Boor. .. hay que aplicarlos a la

malla en dos pasadas: una para las filas y otra para las columnas.
dO.Z
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Superficies racionales de Bézier

@ Sila superficie es racional, es preciso dar ademas la matriz de
Woo -+ Won

pesos de los vértices, : ; ,
Wmo - Wmn

n

Z Zwi,jci,jB{"(U)Bj”(V)

, u,veo,1].
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Superficies racionales B-spline

@ Una superficie NURBS de bigrado (m,n) y M x N tramos precisa

dos listas de nudos, {uo,...,Usmim—2}, {Vo,.--,Vonin_2} Y UNa
malla B-spline formada por {do, . ..,dm+m—1n+N-1} Y la matriz

)

Wo,0 e Wo n+N-1
de pesos de los vértices, :
Wm+M-1,0 " WmtM-1n+N-1
@ Esté parametrizada en [Um_1,Um+m—1] X [Va—1, Vnin—1],

m+M—-1n+N-1

Z Z wi ;i jN{" ()N (V)

i=0 j=0
m+M— 1n+N 1

}: }: wi ;N U)N (V).

c(u,v) =
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Propiedades de las superficies de Bézier

@ Invariancia afin (proyectiva para superficies racionales): La
imagen de una superficie de malla {co,...,Cmn} bajo una
aplicacién afin f es una superficie de malla {f(co ), - ., f(Cmn)}-

@ Envolvente convexa: La superficie sigue estando comprendida
en el menor poliedro convexo que contenga a todos los vértices
de la malla.

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Superficies de Bézier



Propiedades de las superficies de Bézier

@ Invariancia afin (proyectiva para superficies racionales): La
imagen de una superficie de malla {co,...,Cmn} bajo una
aplicacién afin f es una superficie de malla {f(co ), - ., f(Cmn)}-
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Borde de la superficie

@ Extremos: La superficie s6lo pasa por las esquinas de la malla,
Co0 =¢(0,0), cmo=c(1,0), con=c(0,1), Cmn=c(l,1).

@ Bordes: Las filas y columnas del borde la malla describen el
borde de la superficie.
@ Lacurvau =0,

m n n
c(0,v) => "> ciBM(0)B(v) =) co;B'(v), v €l0,1],
i=0 j=0 j=0
tiene por poligono {co,...,Con}, primera fila de la malla.
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Borde de la superficie

@ Extremos: La superficie s6lo pasa por las esquinas de la malla,

CO,O = C(0,0), Cm,O = C(l,O), CO,n = C(07 1)7 Cm,n = C(l? 1)

Bordes: Las filas y columnas del borde la malla describen el
borde de la superficie.

Lacurvau = 0, tiene por poligono {Cqp,...,Con}, Primera fila de
la malla.

La dltima fila, {Cm0,...,Cmn}, €S el poligono de la curva c(1,v).
El poligono de c(u, 0) es la primera columna, {Cy0,...,Cmo}-
El poligono de c(u, 1) es la dltima columna, {Con,-..,Cmn}.

Estas propiedades se mantienen en las superficies spline en el
caso de nudos repetidos.
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Borde de la superficie

@ Extremos: La superficie s6lo pasa por las esquinas de la malla,
Co0 =¢(0,0), cmo=c(1,0), con=c(0,1), cCmn=c(l,1).

@ Bordes: Las filas y columnas del borde la malla describen el
borde de la superficie.
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Control local

@ Control local: Las superficies spline siguen teniendo esta
propiedad.

@ Un vértice de la malla de control afecta a lo sumo a
(m+1)-(n+ 1) tramos de la superficie.

@ Obviamente, un vértices proximo al borde afecta a menos tramos.

Socs
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Control local

@ Control local: Las superficies spline siguen teniendo esta
propiedad.

@ Un vértice de la malla de control afecta a lo sumo a
(m+1)-(n+ 1) tramos de la superficie.

@ Obviamente, un veértices proximo al borde afecta a menos tramos.
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Pesos

@ Al aumentar un peso, la superficie se acerca al vértice
correspondiente de la malla.

@ Un peso afecta alo sumoa (m+1)-(n+ 1) tramos de la
superficie.
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Pesos

@ Al aumentar un peso, la superficie se acerca al vértice
correspondiente de la malla.

@ Un peso afecta alo sumoa (m+1)-(n+ 1) tramos de la
superficie.
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Problemas de las superficies de Bézier

@ Esta representacion de las superficies se conoce como
representacion producto tensorial , porque la base de funciones
es el producto de las bases de polinomios en las variables u, v.

@ Es comoda para superficies abiertas.

@ Presenta problemas en otras topologias (cilindros, esferas), ya
que suelen requerir mallas degeneradas (vértices repetidos).

C2,
Cz‘o2 22 Ci.2

C10

Co.2

Co.0 Co.l
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Problemas de las superficies de Bézier

@ Esta representacion de las superficies se conoce como
representacion producto tensorial , porque la base de funciones
es el producto de las bases de polinomios en las variables u, v.

@ Es comoda para superficies abiertas.

@ Presenta problemas en otras topologias (cilindros, esferas), ya
que suelen requerir mallas degeneradas (vértices repetidos).

@ Existen otras representaciones mas versatiles: triangulos de
Bézier.
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Algoritmo de De Casteljau

@ No presenta problemas aplicarlo a una superficie de malla
{0070, . 7Cm,n}-

@ Se aplica dos veces:

@ La primera alas n + 1 columnas de la malla,

Coo -+ Con
' — {co(u),...,cn(u)} — c(u,v),

Cmo “** Cmpn

y la segunda al poligono resultante. O a la inversa.
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Polarizacion

@ Del mismo modo, se define la polarizacion cluy,...,Um; V1, .., V]
resultado de interpolar con un valor distinto en cada paso del
algoritmo.

@ Recupera los vértices, ¢;j = c[0<M~1> 1<I>;0<n=I> 1<0>],

@ Restriccion: si queremos restringir la superficie a los intervalos
u € [a,b], v € [c,d], los vértices de la nueva malla son

6”_ — C[a<m_i>, b<i>; C<”_j>,d<j>].
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Elevacion del grado

@ Sitenemos una malla de bigrado (m,n), {Coo,...,Cmn} la
expresamos como superficie de bigrado (m + 1, n) aplicando el
algoritmo de elevacion a las n + 1 columnas de la malla.

m+1 n
c(u,v) = ZZC,, (WBP(v) = > > c¢l%BMH(u)BN(v),
i=0 j=0 i=0 j=0
1,0 i i
C; = 1-— i
7] ( m+1> 7J+m+1 i— 1)

@ Si queremos elevar el bigrado a (m,n + 1), aplicamos el algoritmo
alas m + 1 filas de la malla de control,

m n+1
c(u,v) = ZZc,,Bm WB(v) =" c'BM(u)BM(v),
i=0 j=0 i=0 j=0
01 j j
= (1-—— :
Cij < n+1> R i
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Elevacion del grado

@ Sitenemos una malla de bigrado (m,n), {Coo,...,Cmn} la
expresamos como superficie de bigrado (m + 1, n) aplicando el
algoritmo de elevacion a las n + 1 columnas de la malla.

m n m+1 n
1,0
c(u,v) = > > cijBMu)BN(v) = chi,j B (u)B(v),
i=0 j=0 i=0 j=0

(i
il m_|_
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Elevacion del grado

@ Si tenemos una malla de bigrado (m,n), {Co,...,Cmn} la
expresamos como superficie de bigrado (m + 1, n) aplicando el
algoritmo de elevacion a las n + 1 columnas de la malla.

m+1 n
c(u,v) = ZZC,, WB(v) =Y > ¢%BM™(u)B'(v),
i=0 j=0 i=0 j=0
1,0 i i
¢ = |1———=|Cij+ ——=Ci_1j
7] < m+1> |7J+m+1 i—1j»
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Derivadas parciales

@ La derivada con respecto a u,

n m-1

80 (u,v
) ZZAlOCI Bm 1(U)B ( )
j=0 i=0
A =ciyrj— G, A%Cij = Cijyr — Gy

@ La derivada parcial respecto a v es

@ La generalizacion a derivadas superiores es inmediata,

8r+SC(U,V) m!n! m—r n—s s o .
ourovs _(m—r I(n_5)|ZZA Ci By (U)B (V).
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Derivadas en los bordes

@ Consideraremos el borde enu = 0.

@ La novedad es la aparicion de las derivadas transversales al
borde, las parciales con respecto a u,

d'c(u,v)
ou’

(m—r |ZAr°coJB (v).

u=0
@ Yenu=1,

d'c(u,v)
ou’

ZA Cmr,iB'(V).

u=1 (m - I’

@ Permite interpretar las hileras interiores de vértices de la malla: la
primera define el borde, la segunda la tangente y asi
sucesivamente.
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Union de superficies

@ Dos superficies ¢(u, V), €(u,V) en [ug, uz] X [Vo, V1],
[ug,uz] x [vo, V1], con mallas {Co,...,Cmn} Y {€Co0;---Cmn}-

@ Queremos unirlas a lo largo del borde u = uj;.

@ La continuidad exige que c(uy,V) = €(ug, V).

@ Es decir, sus poligonos de control son los mismos: la Ultima fila de
la malla de la primera superficie y la primera fila de la segunda,

c(ug,v) =C€(u1,v) = cmj=Coj, j=0,...,n.
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Union de superficies

@ Dos superficies ¢(u, V), €(u,V) en [ug, uz] X [Vo, V1],

[ug,uz] x [vo, V1], con mallas {Co,...,Cmn} Y {€Co0;---Cmn}-
@ Queremos unirlas a lo largo del borde u = uj;.
@ La superficie compuesta es C? si

oc(u,v)| _ 9&(u,v) AM0cy 4 _ AL0E i~ 0 .
ou ou ’ o

Aug Auq
@ Ser C! afecta a la franja de vértices de las dos Ultimas filas de la
primera superficie y las dos primeras filas de la segunda.

u=u, U=ujg
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Union de superficies

@ Dos superficies ¢(u, V), €(u,V) en [ug, uz] X [Vo, V1],

[ug,uz] x [vo, V1], con mallas {Co,...,Cmn} Y {€Co0;---Cmn}-
@ Queremos unirlas a lo largo del borde u = uj;.
@ La superficie compuesta es C' si

A™OCn_rj _ AMOG,
(Aup)  (Aug)"™’
@ Ser C' afecta a la franja de vértices de las r + 1 Ultimas filas de la
primera superficie y las r + 1 primeras filas de la segunda.

j=0,...,n.
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Union de superficies

@ Dos superficies ¢(u, V), €(u,V) en [ug, uz] X [Vo, V1],

[ug,uz] x [vo, V1], con mallas {Co,...,Cmn} Y {€Co0;---Cmn}-

@ Queremos unirlas a lo largo del borde u = u;.

@ El problema de construir superficies compuestas se complica si
gueremos afadir superficies de Bézier definidas en otros bordes,
ya que un vértice esta determinado por varias condiciones.

@ Las superficies B-spline solucionan estos problemas salvo que
repitamos nudos.
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@ Las derivadas segundas cruzadas se suelen llamar twists,
m—-1n-1

6c(uv 1,1 m—1 n—1
oYY nlz_;JZ:A cijB" ()BT (v),

1,1
A™Cij = Ciprjr1 — @i, &) = Cij +CijCipaj + CijCij41.
@ Elvector Allc; representa la separacion del vértice ¢i 141
respecto del paralelogramo que determinan ¢; j, Ci1 1, Ci j+1, & j-

Ci+l,j+1
1,1
ACi,j
Citl,j aij

Cij Cij+l
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@ Las derivadas segundas cruzadas se suelen llamar twists,

m—1n-1

T = - 3 atie ar e )

i=0 j=0

Lla . — o o . e P
A™Cij = Ciprj+1 — @i, &) = Cij +CijCitaj + CijCij41.
@ En la esquina cg o, el twist mide la separacion del vértice ¢, ; del
plano tangente en cg .
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@ Las derivadas segundas cruzadas se suelen llamar twists,
m—-1n-1

6c(uv 1,1 m—1 n—1
Sy nlz_;JZ:A cijB" ()BT (v),

11 _ —
ATCij = Civpje1 — i), Aj = Cij +CijCitej+ CijCijt1.

@ En una superficie bictbica la malla posee 16 vértices (12 en el
borde). Los 4 vértices interiores los fijan los twists.
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@ Las derivadas segundas cruzadas se suelen llamar twists,

m—1n-1

T = - 3 atie ar e )

i=0 j=0

11 — . o o
A CI?J - C|+17]+1 - alv]’ alv] - CIvJ + CI?JCIJ’_l?J + CIvJC|7]+l'

@ Las superficies de twists nulos se llaman traslacionales .

Cio
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@ Las derivadas segundas cruzadas se suelen llamar twists,
m—-1n-1

gégv" mn 33 Alle B (w)B(v),

i=0 j=0

11, _ _ ”
A™Cij = Civpja1 — i), @j = Cij +CijCitej+ CijCijt1.

@ Las superficies de twists nulos se llaman traslacionales .

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Superficies de Bézier



Interpolacion polinbmica

@ Tenemos una nube de (m + 1) - (n + 1) datos {ag, ..., amn} por
los cuales queremos interpolar una superficie c(u, v) tal que

aj=c(u,v), 1i=0,....m j=0,..,n.

@ En vez de atacar el problema como un sistema de
(m+1) - (n + 1) ecuaciones, lo escribimos como ByCB}, = A.

apo '+ Aon Bg'(Uo) -+ Bm(Uo)

A= oo , Bu= : . :
Amo - mpn B(r)n(um) -~ Br(um)
Coo -+ Con Bg(Vo) -+ BR(vo)

C= : . : , By = : :
Cmo '+ Cmn BI(vy) - BI(vn)
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Interpolacion polinbmica

@ Tenemos una nube de (m + 1) - (n + 1) datos {ag, ..., amn} por
los cuales queremos interpolar una superficie c(u, V) tal que
aid-:c(ui,vj), i=0,....m j:O,...,n.
@ En vez de atacar el problema como un sistema de
(m+1) - (n+ 1) ecuaciones, lo escribimos como By CB}, = A.
@ Resolvemos los sistemas CB!, = A'y con la solucién obtenida, C,

resolvemos By, C = C.
@ Hemos reducido el problema a dos sistemas de (m+ 1)y (n + 1)
ecuaciones.
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Interpolacion polinbmica

@ Tenemos una nube de (m + 1) - (n 4 1) datos {ag g, ..., am,n} por
los cuales queremos interpolar una superficie c(u, V) tal que

aij=c(u,v), i=0,....m j=0,...,n

@ En vez de atacar el problema como un sistema de
(m+1) - (n+ 1) ecuaciones, lo escribimos como ByCB}, = A.
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Interpolacion bicubica spline

@ Mas comun es interpolar mediante superficies B-spline bicubicas.

@ El planteamiento es el mismo, sustituyendo los polinomios de
Bernstein por funciones B-spline.

@ Las listas de nudos son {ug,...,uu}, {Vo,...,Vn}, con los nudos
inicial y final repetidos tres veces.

@ Hace falta imponer condiciones de tangencia en los extremos.
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Datos sin estructura

@ En general los datos no estan organizados en malla rectangular.
@ Una superficie de bigrado (m, n) que aproxime un conjunto de

datos, {ag,...,aw}, tales que a; = c(uj,v;).
@ SistemaBC = A, (m+ 1) - (n + 1) incognitas, M + 1 ecuaciones,
Bg'(Uo)Bg(Vo) --- Bm(uo)Bp(vo) Co,0 ao
Bg'(um)Bg(vm) -+ Br(um)BR(vm) Cm,n awm

@ Se resuelve por minimos cuadrados: B'BC = B'A.
@ Para un numero alto de datos el sistema esta mal condicionado.
d2
]
do
)
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