EJERCICIOS DE MATEL.
HOJA 1

(1) Decidir cual es el menor periodo de las funciones {z/5} donde {z} =
x — [z], sen(x/3) + cos(z/5), tan(rwz), e™*/T con n € N.

emostrar que toda funcién periédica, continua, es acotada. Demostrar

2) D t toda f i0 i6di ti tada. D t
que si f(t) es una funcién periédica y derivable, entonces f'(¢) también
es periddica.

(3) Demostrar que si f(t) es una funcién T-periédica integrable, entonces
to+T
Ji

constante a tal que F(t fo x)dx + at es una fun(non T-periodica, y

f(x)dzx es independiente de tp. Demostrar que existe una tnica

deducir que fo dx es periddica si y sélo si f /2 f(z)dx = 0.

(4) *Decidir cual de las siguientes funciones son periédicas y, en ese caso,
encontrar el periodo 7"

x(t) = cos(t) + cos(nt),
f(w)zsenz( z?). ‘iz
_ nez (t+n)2’

o(t) = { 0,t € Z

(5) Para cada una de las siguientes sucesiones {f,}, determinar el limite
puntual, en el intervalo indicado, y decidir si la convergencia es uniforme

fn(x) =2/ 2en [0, 1]

falz) =e™™" en [-1,1]

fa(lx) =€ /nen R

fa(x) =+/z+1/n—+/x en [1,+00)

(6) Sea f € C([-m 7)), y Q) = SN, ane™ € Clei'], un polinomio
trigonométrico. Demostrar que % ffﬂ f(t — s)Q(s)ds es también un
polinomio trigonométrico.

(7) Sea Qu(t) = cx (14 cos(t))/2)F tal que 5= [T Qr(t)dt = 1. Dar una

cota superior de cy.

Observacién: Utilizar que Qg (t) > 0 es par, y que Qx(t) > Qr(t)sen(t).
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EJERCICIOS DE MATEL.
HOJA 2

Sean f(x) = 1, g(x) = x funciones en C([0,1]). Encontrar d.(f,g) y
d2(f79>

Demostrar que el espacio de los polinomios de grado como mucho d—1 y
coeficientes reales es isomorfo a RZ. ;Cual es la distancia entre f(z) =1
y g(x) = z con la métrica euclidea en R9?

*Sean p y ¢ exponentes conjugados, es decir, niimeros positivos tal que
1/p+1/q=1,y sean a,b € RT. Demostrar que ab < a?/p + b?/q.
Indicacién: Escribir a = e®, b = e! y utilizar que la funcién exponencial
es convexa.

*Demostrar la desigualdad de Holder:

fos ()" { )

donde I C R es un intervalo fijo, f, g continuas y positivas y p, ¢ expo-
nentes conjugados.

Indicacién: Utilizar el ejercicio anterior con a = f(z)/{/; fpdm}l/p,
1
b=g(x)/{ [, g%dz}"".

*En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar la desigual-
dad de Minkowsky

rvors)”s{ [ " { )"

Indicacién: Escribir (f + g)? = f(f +9)? ' + g(f + g)?~! y usar el
ejercicio anterior.

Sean «, 8 € X un espacio pre-Hilbert, y definamos el coseno entre dos

elementos «, 8 mediante la férmula cos(af) =Re< a, 8 > /(||| - ||8]]).
Demostrar la ley de los cosenos

[lae = BI1> = [ |* = 2llaa]| - | 8] cos(aB) + ||5]]*.
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EJERCICIOS DE MATEL. HOJA 2
(7) Demostrar la identidad de polarizacién en un espacio pre-Hilbert
d<zy>=|lz+yll> =z —yll* +illz +iyl* —illz —ayl]*.

(8) Dados x,y en un espacio pre-Hilbert, demostrar que | < z,y > | =
[|]| - ||y|| si y sblo si z = Ay para algin escalar .

(9) Comprobar la desigualdad de Minkowsky para f(z) =z, g(z) = 1—x en
C([0,1]), y cualquier p > 1. ;En la desigualdad de Minkowsky se cumple
el andlogo al ejercicio anterior ?

(10) **Demostrar que [?(Z) es completo.



