ARITMETICA DE LA FUNCION PARTICION.

Definicion. Una particién es
A=A, Ao, ), i € N A > Aiag para 1 <4 < k.
p(n)=4#{A: Y X\ =n}.
Ejemplo: p(4) = 5.
4=34+1=24+2=2+14+1=14+1+1+1.
e El niimero de particiones de n contando el orden es

on—1
1+1%x1+1=1+2+1.

donde ck(n) = Y wppe mh/E v Gy clertas
raices 24-ésimas de la unidad.

o p(n) ~ gimenVI

Typeset by ApS-TEX



(Euler)

[ =0+¢"+¢+ - )A+F+qg" +) -

= > p(n)q",

para |q| < 1. Entiéndase q = ?™**, z € H.

Teorema. (TNP, Euler.)
[11=¢") = 1=q—¢*+¢°+q"— - = 35(=1)"q" ¥ D/2.
e Foérmula de recurrencia.
p(n) =p(n—1)+p(n—2)—pn—->5)—pn—7)+---
= S (F )R (p(n — M) 4 p(n — KO )
e Condiciones de divisibilidad de p(n).
e Para n < 50.000
p(n) es 24984 veces par, 16628 multiplo de 3 y

18195 multiplo de 5!!



Congruencias de Ramanujan.

e (Ramanujan) p(5n +4) =0 (mod 5).
1 1 2 3 5
7 11 15 22 30
42 56 77 101 135
176 231 297 385 490
627 792 1002 1255 1575

1958 2436 3010 3718 4565

e(Ramanujan) p(7n+5) =0 (mod 7),
p(11n+6) =0 (mod 11).

p(mn+r,) = 0(mod m), donde 24r,, = 1 (mod m).

o(Atkin) p(17 - 23°n + 2623) = 0 (mod 17).

¢(Ono) Para todo primo m > 5 existen A, B, tal que
p(An+ B) =0 (mod m)

Observacion. En todos los casos se cumple m|A y
B = ry, (mod m).

Ejemplo: p(59%-13n + 111247) = 0 (mod 13).
Observese que p(111247) ~ 10°%°.



4

Teorema. (Eichhorn-Ono) Sea m > 5 primo tal que
m = b(mod 24). Si

p(mn + rpy) =0 (mod m)

paran < (m+1)(m+b—2)/24, entonces es cierto para
todo n.

Teorema. (J.) Sea m > 5 primo. Si
p(mn + rpy,) =0 (mod m)

paran < d(m) = (m+ 1)(m —1)/24, entonces es cierto
para todo n.

Ejemplo: Como p(4) = 5, entonces p(4n + 5) =
0 (mod 5) para todo n.

e Observacién. No se sabe si p(n) = 0(mod 3)
infinitas veces.

Lema. (J.) Sea m > 5 primo, 1 < j <d(m)yn >1
enteros. Existen enteros a,,(j),cjm(n) tal que

p(mn —§(m)) + Z(_l)lp (mn — §(m) — m21(312+1))

1#0
d(m)
= Z am (7)cjm(n) (mod m).
j=1

e Observacion. Para cada m, j, ¢ j(n) es una
funcién divisor en n.



Formas modulares.

o n(z) =¢"**TI(1 — ¢™).

'(2) _ 7;‘52 5 1 (e,

2
(mmz00) (ME T

Ba(s)=Cp Y !

2k °
(mmz00) TR

e Las series de Eisenstein son periddicas.

1
Ba(z+1)=Cp Y o
(mazo0 (2T (M)
1
— — ().
G 2. 0z Nz Pel?)
(M,N)£(0,0)

Proposicién. Sea vz = ‘Cljis para -y = (ZZ) € SLy(Z).
Para k > 2 se tiene

Eor(vz) = (cz + d)%Egk(z).



Definicion. Una forma modular de peso 2k es f(z)
holomorfa en H tal que

(1) f(v2) = (cz +d)* f(2) para y € SL2(Z),
(2) f(2) = 2nzoaln)q".

) : g 11
e Observaciones. Son funciones periodicas v = (0 1).

No existen formas modulares de peso impar v = —Id.

Ejemplos:

o n(2)** =qJJ(1 - ¢")?** := A(z), es una forma cusp-
idal de peso 12.



Propiedades.

e El producto de formas modulares es una forma
modular.

o M5, Soi. son C-espacios vectoriales de dimension
finita.

e Base de S,4 con coeficientes enteros:
{A(2)TEy(2)473,1 < j < d/3}.

e Problema Sabiendo g(z) = > p(n)q"™, encontrar
la funcién generatriz f(z) = > p(mn + r.,)q".

Operadores de Hecke
Tm n n/m
> a(n)g" = > a(mn)g" = 3 a(n)g™/™.

e Observacién Si dimcM(T") =

Tn(f)(2) = c(m)f(z) y  a(mn)

I —

7c(m)a(n).

).

F@)|(To+T4) = f(£)+ f(ZHL) es un operador sobre
funciones periddicas.

e Funciones periddicas, To(f)(x) = f(

NS

e Formas modulares

La traza sobre matrices de determinante m manda
Sor en Sor y a(n) — a(mn) + mb(n).



e Observacion Considerar formas médulo m.
T
> a(n)g"® —= > a(mn)q".
T, " n
> a(n)g" > b(n)g™" —= > a(n)q"|[Tm > b(n)q

*Sa(n — k)" =2 Y almn — k)g™.

e Prueba del Teorema.

Como f(z2) = Y. ¢;A(2)! Ey(2)%737, bastard demostrar
que m|c;.

e Debemos encontrar la relacién entre A(z) y la funcién
particion.

Como m? — 1 = 0 (mod 24),

"™ (242)
1(24z)

_1 Zp 24n m H(l . q24n)m2

e Observacion. (1 —x)™ = (1 — z™) (mod m)

A(242)°m) =

A(242)70%) = 3 p(n)g? - H O T(L — 2477y (),



Por tanto, médulo m

A(242)°| T, = 32 p(mn — 5(m))g** [T(1 — ¢***)™.

Sea A(242)°0™|T,, = > am(n)q® € S125(m). Por el
TNP, queda
am(n) =p(mn—46(m)) +

+ Z(—l)lp <mn — §(m) — 24m? l(3l2+1)) (mod m) .
1£0

Llamando A(z)7 E4(2)20m=3) =3 ¢; . (n)q",
6(m)

Am, (n) = Z O4m(j>cj,m (n) (mOd m) )

para algunos a,,(j). Si C = (¢jm (7)) cuadrada, en-
tonces



