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PREFACIO

Hace ya algun tiempo, Javier Cilleruelo, mi director de tesis, me brindé
la oportunidad de viajar a Estados Unidos para trabajar con un excelente
matematico, Andrew Granville. Dicha oportunidad se consumé a principios
de Septiembre de 1993. Curiosamente fue el mismo Javier, el que durante mi

estancia nos propuso el siguiente problema:

Encontrar una cota inferior del minimo comin maltiplo de k enteros en un

cierto intervalo [X, X + L|, con L pequerio en comparacién con X .

Nada mas recibir el enunciado, empezamos a trabajar en lo que ha resultado
ser el segundo capitulo de esta memoria.

Como tendremos oportunidad de ver, este problema se puede traducir en
términos mas geométricos, e intentar dar una cota a la longitud de un arco
de la hipérbola zy = N que contenga k puntos de coordenadas enteras. Este
es, en realidad, el verdadero motivo de atacar el problema, y surge de manera
natural despues del trabajo de J. Cilleruelo sobre puntos del reticulo en circulos
z? + y> = R?. En el primer capitulo, mostramos un resultado general, en este
sentido, para cénicas a las que se les puede asociar un anillo de factorizacién
unica, dedicando el resto del capitulo a la hipérbola zy = N.

Por otra parte, el tercer capitulo se dedica a hipérbolas cuyo ”anillo asociado”
no es de factorizacién tnica.

Esta tesis no habria sido posible sin Javier Cilleruelo. Sus incontables ideas,
tanto en la proposicién de problemas, como en su posterior método de resolucién
han hecho posible la consecucién de esta memoria.

He de agradecer su apoyo, en las matemadticas, y en los infinitos aspectos,
no menos importantes, que emergen paralelos a elaborar una tesis doctoral.
Siempre estuvo cuando le necesité.

Gracias Javier, por confiar en mi.



Tuve suerte de conocer a Andrew Granville. A él le agradezco, sinceramente,
su paciencia, su apoyo constante durante mis estancias en las universidades de
Georgia y Michigan, una gran responsabilidad y preocupacién por mi trabajo, su,
a veces, dureza...Con él aprendi no sélo a trabajar en matemaéticas sino también
fuera del mundo de las matematicas. Todas estas cosas han contribuido a mi
formacién como futuro investigador.

Thanks Andrew

A Fernando Chamizo le agradezco la lectura de esta memoria, tanto corri-
giéndome en muchas ocasiones deficiencias de estilo y contribuyendo de esta
forma a la clarificacién de la exposicién, asi como ddndome consejos e ideas de
aquello que lefa. En particular una de ellas facilité la conclusién del Teorema
1.2. En cualquier caso, lo més grato fue su preocupacién a diario por la "normal”
evolucidn de esta tesis.

A Bernardo Lépez por llamar mi atencién sobre los nimeros de Fekete y el
didmetro transfinito, asi como por anunciarme que el polinomio H(z) era de
sobra conocido. A Antonio Cérdoba, a José Luis Ferndndez, a Adolfo Quirds, y
a muchos otros profesores por escucharme y aconsejarme en la parte que pudiere
haberles contado. A la Universidad de Georgia su hospitalidad, a Ken Ono su
compaiia y 4nimo durante mi estancia en Georgia, a Trevor Wooley su ayuda a
que pasara una temporada en la Universidad de Michigan, y su atencién durante
ese periodo. A dicha universidad le debo una grata acogida.

A mis padres, a mis hermanos, a mis amigos y entre ellos a Yolanda, Maria
Jestis y Fernando colegas de despacho y alegrias.

Por ultimo quisiera agradecer a Macarena Estévez su rapida y eficiente lectura
de parte de la tesis...Pero sobre todo, te agradezco el dia a dia.

Gracias a todos.



OBSERVACIONES

Justo antes de la impresién final de esta memoria, A. Granville nos indicé que
gracias a un método de I. Schur, aparentemente similar al nuestro, G. Szego,
([S], §6.7), calcula el méximo de (2.4) cuando el intervalo considerado es el [—1, 1]
en vez del [0, 1] correspondiente al caso estudiado en nuestra memoria. Allf se
incluye también, (§16.2), el didmetro transfinito de dicho intervalo, asi como se

hace referencia a dicha cantidad en conjuntos mas generales.

Incluimos las siguientes referencias relativas a este particular:

[Fa] G. Faber Tschebyscheffsche Polynome Jour. fiir die reine und ange.
Mathe. 150 (1919), 79-106

[S] 1. Schur, Affektiose Gleichungen in der Theorie der Laguerreschen und

Hermiteschen Polynome, Jour. fiir die reine und ange. Mathe. 165 (1931),
52-58

[Sz] G. Szego, Orthogonal Polynimials, Amer. Math. Soc. 23 Providence,
Rhode Island (1939)
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NOTACION

A continuacién incluimos una lista de expresiones que se incluyen a lo largo
de la memoria sin definicién previa. La mayoria se pueden encontrar muy

frecuentemente en la literatura.
deg F(z) := Grado del polinomio F(z).
[z] es el mayor entero menor que .

f(z) € g(z) := Existe una constante c tal que |f(z)| < c|g(z)| para z

suficientemente grande.

f(z) > g(z) := Existe una constante c tal que |f(z)| > c|g(z)| para z

suficientemente grande.
f(z) = O(g(z)) es lo mismo que ” f(z) K g(z)”.
f(z) = o(9(z)) = limsse0 f(z)/9(z) = 0.

f(x) < g(x) := Se cumple c;9(z) < |f(x)| < cog(z) para ciertas constantes

c1, ¢z, y x suficientemente grande.

a, = b, := Se cumple cia, < b, < cpa, para ciertas constantes ci, ¢z, y n

suficientemente grande.

(a1, ,ax) es el maximo comin divisor de todos los aj,--- ,ar. A veces (a,b)

puede denotar un punto en el plano, de coordenadas a, b.
[a1,--- ,ax] es el minimo comiin miltiplo de ay,--- ,ax.
d(n) es el nimero de divisores de n.

do(n) =#{a,0€Z : N<a,b< N+ N*,ab=n}
ra(n) =F#{a,be€Z : N<a,b< N+ N* a? +b>=n}

La(n) = #{a,b€Z : a® — db? =n}



INTRODUCCION

Muchos problemas aritméticos tienen una traduccién geométrica en la esti-
macién del niimero de puntos del reticulo en curvas o regiones del plano. El més
clasico es el problema del circulo, introducido por C.F. Gauss [G] en 1834. Este
problema trata de estimar el niimero de puntos de coordenadas enteras dentro
del circulo z2 + y2? < R2.

Si definimos

r(n) = #{(e,y) € Z/2* +y* = n},
entonces el problema del circulo se puede interpretar como el estudio en media
de la funcién r(n). A pesar de su buen comportamiento en media (Gauss obtuvo
Yoo T(n) = 12+ 0 (21/2)) la funcién r(n) es muy irregular dependiendo su
valor de la factorizacién de n en ndmeros primos. En particular sabemos que, si

n=2" [ % [ &*

p;=1(mod 4)  gx=3(mod 4)

entonces r(n) = 4][,;(1+ ;) cuando todos los (3 son pares, y cero en otro caso.
Haciendo hincapié en el significado geométrico de la funcién r(n), la cantidad
anterior, nos dird exactamente el nimero de puntos de coordenadas enteras que
hay en una circunferencia de radio y/n. De manera natural surge el preguntarse
como estan repartidos dichos puntos sobre la circunferencia.

J. Cilleruelo, en su tesis doctoral, se preocupé de este particular dando varios

resultados acerca de esta pregunta. Entre ellos destacaremos el siguiente:

(1)  Un arco de longitud R/?~1/(4k/21+2) contiene a lo mds k puntos de

coordenadas enteras.

Consideremos ahora otro problema clésico del reticulo, el asociado a la hipérbola
2y = N. Contar puntos bajo la grafica de dicha curva, es equivalente a estudiar

en media la funcién divisor
d(n) = #{(z,y) € Z [ zy = n}.
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De nuevo un comportamiento mas o menos regular en media (Dirichlet [D] probé
Yncsd(n) = zlogz + (2y - 1)z + O (z'/2)) no expresa la irregularidad de la
funcién en si. Como en el caso anterior podemos expresar el valor puntual de
la funcién por medio de una férmula sencilla en términos de la factorizacion
de n. Asi, sin = Hp;‘j, entonces d(n) = [[(1 + ;). En este punto, y de
manera andloga, sin olvidar el lado geométrico, surge la pregunta que da pie a

esta memoria.

;Podemos de alguna manera dar una cota a la longitud de un arco de hipérbola

que contenga k puntos de coordenadas enteras?

Entre otros factores, la respuesta dependera directamente de la curvatura de
la zona de la curva donde nos encontremos. Del resultado principal del capitulo
1, deducimos una cota inferior para la longitud en cualquier rango, o zona, de
la hipérbola.

Si nos situamos en el centro de la hipérbola, este resultado es equivalente a
la cota conseguida en (1) para circunferencias, considerando una circunferencia
de radio, R, como el radio de curvatura de la hipérbola, R ~ V'N. De hecho la
analogfa llega mas lejos ya que del Teorema 1.1 se deducen cotas no sélo para
las hipérbolas, sino para todas las cénicas de la forma z? — dy? = N, tales que
el anillo de enteros de @(v/d) correspondiente sea un dominio de factorizacién

tunica. En particular se deduce (1) para las circunferencias.

El rango de la hipérbola en el que nuestra cota (1.1) es éptima depende del
ntimero de puntos k. En los casos k = 2 y 3, la cota es optima en toda la
hipérbola. Para el caso 4, una construccién mediante fracciones continuas nos
permite dar la mejor cota cerca del centro de la hipérbola.

Debido a su simetria, la situacién en el centro de la hipérbola es parti-
cularmente interesante. Alli es facil ver que para la existencia de tres puntos, ya
es necesaria una longitud de N/, Mediante un ejemplo observamos que ademas

dicha longitud es suficiente, y que de hecho podemos situar hasta 8 puntos de
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coordenadas enteras en un intervalo de longitud eN1/4,
I. Ruzsa conjetura que en el centro de la hipérbola, para todo € > 0, el nimero
de puntos del reticulo en un arco de longitud N 1/2—¢ ggt4 acotado uniformemente

en N.

Introduciendo la funcién
do(n) = #{(a,b) € Z/N < a,b< N 4+ N® [ab=n},

podemos estudiar en media cudntos puntos de coordenadas enteras hay en el
centro de la hipérbola zy = n, consiguiendo un resultado que apoya la conjetura
de I. Ruzsa.

La definicién de d(n) fue sugerida por la funcién r,(n) introducida por J.
Cilleruelo [C1]. Alli la media de 7,(n) tiene aplicaciones al estudio de polinomios
trigonométricos. En nuestro caso, gracias a que la funcién generatriz de la
funcién divisor es (*(s), donde {(s) es la funcién zeta de Riemann, podemos
aplicar nuestros resultados sobre dy(n) al estudio del momento de orden 4 de

sumas parciales de {(s) = > 1/n® sobre intervalos de pequefia longitud.

En el capitulo 2 incluimos un trabajo conjunto con A. Granville, en el que
se consigue mostrar cual es exactamente la longitud necesaria de un arco para
que contenga k puntos de coordenadas enteras, cuando nos restringimos a cierto
rango de la hipérbola zy = N, que estard lejos del centro. En este sentido,
demostraremos que existe una constante cy, y un exponente oy, tal que si la
longitud L del arco satisface

L < cpN**

entonces el arco no contiene k£ puntos de coordenadas enteras, mientras que por

otro lado, para infinitos valores de N, existen arcos de longitud
L< (Ck + 6)N «k

conteniendo k puntos del reticulo.



En la demostracién, observamos que, si existen k puntos de coordenadas en-
teras, (a1,b1),--- ,(ax,br), con a;b; = N, entonces [a1,--- ,az] < N. Luego dar
una cota inferior a la longitud del arco se puede traducir en dar una cota inferior
al minimo comin miltiplo M de k ndmeros en cierto intervalo X < a3 <--- <

ar < X + L. En este contexto se consigue para cierta constante Cj,

k
M > G

3
L(z)
mientras que para todo € > 0, hay infinitos valores de X y k enteros en el

intervalo [X, X + L] con minimo comiin multiplo

M5(0k+e)L£(;.

En el capitulo 3 nos ocupamos del estudio de hipérbolas giradas, cuyos ejes
son los ejes coordenados, y queremos acotar la longitud minima necesaria de un
arco en la hipérbola 2% — dy? = N, para que contenga k puntos de coordenadas
enteras. Cuando el anillo de enteros de @(v/d) es un dominio de factorizacién
{inica, sabemos dar una cota a esta longitud como caso particular del Teorema
1.1 del capitulo 1. En general, si nos aventuramos a decir que el nimero de
puntos de coordenadas enteras pertenecientes a un arco de cierta curva, depende
esencialmente de la curvatura de esa curva, deberiamos esperar, aun si no hay
factorizacién tnica, obtener un resultado similar.

J. Cilleruelo y A. Cérdoba estudiaron, [C-C 1], un problema andlogo en las
elipses z2 + dy? = N. El método que utilizamos aqui, podria también usarse
para las elipses dando de nuevo la cota conseguida en [C-C 1], sin embargo las
hipérbolas son algo més esquivas, y conseguimos demostrar un resultado lige-
ramente mas débil. Observar que, en principio, ambos casos son esencialmente
distintos, ya que en el caso de las hipérbolas, la existencia de infinitas unidades en
el anillo de enteros correspondiente, da lugar a infinitos puntos de coordenadas

enteras sobre la hipérbola.



CcAPIiTULO 1

PUNTOS DE COORDENADAS ENTERAS EN HIPERBOLAS



Introduccién

En este capitulo damos una cota inferior a la longitud de un arco de la hipér-
bola zy = N que contenga k puntos de coordenadas enteras. Dicha cota de-
pende del rango en el que nos situemos, y es éptima en algunos casos particulares,
lo que mostramos con ejemplos explicitos. El teorema se situa en un marco mas
amplio sobre dominios de factorizacién tinica con una valoracién. Este enfoque
nos permite deducir resultados andlogos en contextos méas generales.

El estudio de la hipérbola zy = N esta intimamente relacionado con la
funcién divisor. Asi, en la dltima seccién incluimos un resultado sobre la media
de una cierta funcién divisor, y una aplicacién de éste al calculo del momento
de orden 4 de sumas del estilo _ 1/n°.

§1 Un resultado general.

El hecho de que el niimero de puntos de coordenadas enteras en arcos de
zy = N cuente justamente los divisores de IV en cierto intervalo, serd el punto
de partida para acotar la longitud que debe tener un arco con k puntos del
reticulo.

Asi, supongamos que hay k puntos (a1,b1), - ,(ak,bx) con a;b; = N y tal
que X < a; < --- < ax < X + L. En este caso el minimo comin multiplo
[a1,--- ,ax] que lamaremos M, cumple M|N. Aprovechando este hecho, vamos
a enunciar nuestro resultado dentro de la aritmética, en términos del minimo
comun miltiplo. En particular probaremos:

Sea X > 0 fijo, y sean X < a1,--- ,a < X + L, con minimo comiin multiplo
M tal que M7 < X, entonces

(1.1) L>MF®  donde E(y)= (‘W[’*’ﬂ - <[k7]2+ 1)) / (lzc)

Notar que se cumple E(y) > % — 7(,{—:} .
Antes de demostrar (1.1), vamos a hacer ciertas observaciones sobre las condi-

ciones del problema, y el resultado. En principio, observamos que es suficiente
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restringirse a k-uplas de enteros primos entre si, es decir (ay, - - ,ar) = 1 ya que
si (a1,--- ,ax) = d, y [a1,--- ,ax] = M, entonces [a1/d,--- ,ax/d] = M/d, y se

tiene para cualquier a < 1,

a a M\*®
ak—a1=d(—éc-—71)2d(—d—) > M*<.

Por otra parte, la cota (1.1) sélo es valida cuando v > 1/k. Este es de hecho
el conjunto de rangos de interés. En el resto de los casos, es decir cuando
a1 = M7 con 7 < 1/k, no hay mas que observar que M < []a; para obtener
L>» MO-7/(k—1) > X. Ademés se puede deducir que esta cota es lo mejor
posible, escogiendo k enteros primos entre si en el rango adecuado.

En el caso v = 1/k, E(y) = 0 es la mejor cota posible. k enteros consecutivos
a;=n+1i,i=1,--- ,k, nos dan el ejemplo que alcanza la cota, pues el minimo
comiin miltiplo es como el producto, y la diferencia estd acotada para todo n.

La tltima observacién que vamos a hacer, es que en realidad es suficiente
demostrar (1.1) para v < 1/2, por la simetria de la hipérbola.

En efecto, un calculo directo nos muestra que

E(¥)=2y—1+E(1—7).

Por otra parte, supongamos (ai, -+ ,ax) = 1,y [a1,--- ,ax] = M, con a; = M7,
v > 1/2. Entonces existen k enteros by,--- ,b; tal que a;b; = M, by ~ MY
y [b1,--- ,bx] = M, por tanto si suponemos el resultado cierto para todo rango

por debajo del 1/2, entonces,
(by — br) > MEQ=7) = pp1-2v+E()

y por tanto

M

ak—ale/bk—M/b1=a5—
V1

(by — bi) > M2 (by — b)) = MPO),
como queriamos ver.

En resumen, podemos restringir la demostracién de (1.1) a rangos 1/k < v <
1/2, y k nimeros primos entre si.

Vamos a deducir este resultado a partir de un teorema un poco mas general,

que nos permitird obtener resultados andlogos en otros contextos.
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TEOREMA 1.1.
Sea K el cuerpo de fracciones de un dominio de factorizacion dnica A, y sea

¢ : K — R tal que

(i) ¢(a) >0 Para todo a € A— {0}
(ii) o(ab) = p(a) + p(b) Para todo a,b € K.

Entonces, si M = [ay,- -+ ,ax], ©(a;) = 7¢(N) con N un multiplo de M, y L es

tal que p(a; — a;) < L para todo j,i, entonces
(1.2) L2 ¢(N)E(7),

donde E(vy) estd definida como en (1.1).

DEMOSTRACION:

Para cada primo p € A, definimos la funcién v,(m) que asocia a cada elemento
de A la mixima potencia de p que lo divide, extendiendo la definicién a K de la
siguiente forma, si 7 = a/b con a,b € A entonces vp(r) = vp(a) — vp(b).

Si ordenamos los elementos aq,--- ,a; de forma que para un primo fijo p,

t; = vp(a;) sea creciente con 7, obtenemos

Up (H(Gjaaz‘)) = > }: E 1—Zt (k—1),

1<'L<_7<k =1 j=i+1 =1

y por otra parte

Up (Hai) = Z t;.

1<i<k
Ahora bien, uniendo la informacién local que tenemos en cada primo, podemos

escribir en general a = le a p?»(%)y en nuestro caso nos queda

I I ] [ t; (k—i)
aj,az p 1<i<k

p|M

vy le=11 plosiss®

plM
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Elevando a un cierto entero m la segunda férmula, y multiplicando y dividiendo
el resultado en la primera, obtenemos
(1.3) [es,e) = (TTa:)" I pZrssss 5=,

p|M
identidad valida para cualquier entero m. Gracias a esta relacién entre el
maximo comun divisor y el tamano de los ndmeros, y la flexibilidad que tiene
en la eleccién del entero m, vamos a poder establecer el resultado.

De esta forma, por las propiedades de ¢, (i) y (ii), deducimos

P szlﬁiﬁkti(k_i—m) 2 Hp—zk—mgszct"(i"(k"m))

piM p|M

2

ya que i — (k —m) > 0 en ese rango de la suma. Ademds, como t; < iy, y

M = le m P por la definicién de los t;, queda,

20| T temimm | =00 ("5 2 -0 (")

k—m<i<k 2 2
de nuevo por (i) y (ii). Este hecho, junto con la hipétesis ¢(a;) > yo(N) nos

permite obtener, sustituyendo en (1.3)

o ([T(esra0)) = o) (kvm - (m; 1)) ‘

Optimizando en m, y observando que

pla; —ai) = ((aj,0:)) + ¢ ((a; — a:)/(aj,a:)) 2 ©((aj, i),
se concluye el resultado.

[ |
Los siguientes corolarios, nos muestran el alcance mas general del teorema

COROLARIO 1.1. Sean Fi(z),--- , F(z) polinomios en ZZ(x) con minimo comun
mdltiplo M(z), y tal que deg(F;(z)) > vdeg(M(z)). Entonces

deg(Fj(z) — Fi(z)) = deg(M(z)) E(7).
No hay més que elegir A = Z(x), ¢(F) = deg(F).
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COROLARIO 1.2. Considerar una circunferencia de radio R, centrada en el ori-

gen. En un arco de longitud L = R? tal que
t<1/2-1/(4[k/2] +2),

como mucho hay k puntos de coordenadas enteras.

DEMOSTRACION:

En primer lugar, observamos que la longitud de un arco de circunferencia, es
comparable a la longitud del segmento que une los extremos del arco. A partir
de aqui, no hay més que tomar A = Z[i], p(a) = log |a|, ya que si a;i, -+ ,ax
son tal que oyo; = R2?, entonces p(a) = 1/2p(R?) y R? es un muiltiplo de
[al, cen 7C¥k]-

Observacién: De hecho este corolario es mucho més general, siendo valido el
resultado para toda cénica 2 — dy?> = N, tal que Z(+/d) sea un dominio de
factorizacién tdnica, obteniendose en el caso d > 0 de nuevo el resultado (1.2),
siempre que p(a;) > yp(N).

Sin embargo, el principal motivo para establecer el Teorema 1.1 en esta memo-

ria se plasma en el siguiente corolario
COROLARIO 1.3. La cota (1.1) es cierta en todo rango ~.
En este caso escogemos A = Z, ¢(z) = log|z|.

Un dato a sefalar es que en v = 1/2 se obtiene
E(1/2)=1/4—-1/(8[(k—1)/2] + 4),

que, como ya mencionamos en la introduccién, iguala el exponente en [C1].

§2 Loscasos k=2.3v 4.

Aunque el caso k = 2 estd completamente resuelto por las observaciones que

hicimos antes del Teorema 1.1, sin embargo es interesante hacer notar que en
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este caso, el minimo comiin muiltiplo M de dos niimeros con maximo comin

divisor (ay,as) = d, cumple

ayaz ajaz
M= < ’
d aiy — Qs

va que d < az — a1, ¥y que se dara la igualdad cuando el méximo comin divisor
sea exactamente la diferencia de los mimeros. Es esta sencilla observacién en la
que se basan todos nuestros intentos de encontrar la mejor cota para el minimo

comun multiplo de k mimeros en un intervalo, es decir, trataremos de comparar

los maximos comunes divisores de los niimeros con sus diferencias.

Para k = 3, el siguiente ejemplo muestra que el Teorema 1.1 nos da la mejor
cota posible para todo rango 7.

Consideramos los enteros

a; =4n(2n —1)(n+ 14 (2n + 1)t)
ag =a1 +2n —1

a3 =ay + 4n

Con t ~ nB=6M/GY=1) para cierto 1/3 < v < 1/2 fijo. Observamos que
(a1,a2,a3) = 1, y que, por otra parte aj — a; = (aj,a;), por lo que el minimo

comiin multiplo queda

S | CIR AN YT P2
(1.4) M= Masa) S 7 © n :
Por otra parte a; = n®t & n®/®7=1) ~ M7 mientras que a;—a; ~ nx M77Y3,
en donde hemos usado (1.4).

S6lo falta observar, que cuando restringimos -y al conjunto 1/3 < v < 1/2,
E(y)=v-1/3.

El caso k = 4 es algo mas delicado. En este caso, el ejemplo que incluimos

muestra que la cota en el Teorema 1.1 es lo mejor posible, pero sélo en v = 1/2.
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Asf como en los casos anteriores, los ejemplos tenfan crecimiento polinémico
en n, en este caso tiene crecimiento exponencial, y por otra parte creemos que
no existe ningun ejemplo de crecimiento polinémico.

Este ingenioso ejemplo, de nuevo explota la idea de comparar las diferencias
de los miimeros con sus maximos comunes divisores. Para ello se utilizan las
propiedades muy particulares de las convergentes a un mimero en su expresién
en fraccién continua. Este mismo ejemplo, convenientemente adaptado, ya lo
habia utilizado J. Cilleruelo para el problema andlogo cuando la curva es un
circulo centrado en el origen.

Sean p,/q, las convergentes de V5 en su expresién en fraccién continua

V5 =[2;4]. Consideramos

a1 =PnPn+29n+1
a2 =Pn+1Pn+249n
a3 =PnPn+1qn+2
a4 =9Gnqn+1Gn+2-

En primer lugar, observamos que p.i¢|(a;,a;) o bien gny4|(a:,a;) para algin

t € {0,1,2}, y que en cualquier caso
(as,a5) > pn,
ya que
(1.5) Pm _ \/gl =0 <%> ,
dm Om

y las identidades, ppmi1 = 4pm +Pm—1 ¥ Im+1 = 49m + ¢m—1, validas para
todo m > 1, nos permiten comparar ¢n4+¢ ¥ Pp+t COR p, para todo ¢ = 0,1,2.
Queremos probar que a; — a; < pp, pues en ese caso (a;,a;) X p, es lo mas
grande posible. Es suficiente verificar este hecho sélo para las diferencias con el
primer nimero, a; — a1, siendo el caso general consecuencia de la desigualdad

triangular.
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Ahora bien, no hay mas que usar la identidad p,,¢m—1 — gmPm—1 = £1, cierta
para todo m, para obtener, |a; —a1| < p, cuando 7 = 1,2. Por tltimo, controlar

a4 — a1 es posible gracias a (1.5). En efecto

a4 — Qg

Pn+2 Pn
=5Gn+29n = Pnt2Pn = Gn+29n (5 — —)
dn+1 dn+2 Gn

2
(1.6) =qn+29n (5 - <\/5+ O (512—)) ) & GnGn+2 (512—> <C,

para cierta constante C, de donde
ag — a1 £ Cgnt1 K Po.

De esta forma, por lo mencionado anteriormente, se concluye

(1.7) (aj,ai) X Dn.

Para terminar observamos que (a;,a;,a;) = 1, pues si d|(a;,aj,a;) , entonces
d es un divisor de los comunes divisores a cualesquiera dos de ellos, de donde
se deduce que d|(pm,DPm+1), 0 bien dl(gm,gm+1), que sélo puede ser si d = 1,
pues numeradores o denominadores consecutivos de las convergentes, son primos

entre si. Ya no hay més que tener en cuenta (1.7), y que a; &~ p3, para obtener

Hai 6
M==——=
T(aj,a0) P

y terminar la prueba.

§3 El centro de la hipérbola.

Es particularmente interesante observar que, cuando uno se restringe al centro
justo de la hipérbola, las cosas pueden variar drasticamente. De esta forma,
mostraremos que la longitud L > M/4 es necesaria para que un arco en el
centro de hipérbola contenga 3 puntos de coordenadas enteras, mientras que en
la seccién anterior hemos visto que un poco maés alla del centro, todavia en el

rango ¥ = 1/2, el Teorema 1.1 es lo mejor posible en los casos k = 2,3 y 4
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en donde, por ejemplo, para k = 4, se tiene E(1/2) = 1/6 notablemente mas

pequeiio que el 1/4.

Asi, supongamos que hay dos puntos (z1,%1), (z2,¥2) con z;y; = N y tal que
N2 < g, < NY/2 4 N, Un argumento geométrico, usando que la distancia
entre las rectas que unen dichos puntos con sus simétricos (y1,z1), (y2,%2) es
mayor que una cierta constante, nos permite concluir que o > 1/4, sin més que
calcular el punto de corte de esas rectas con la hipérbola.

La pregunta estd en intentar determinar si « = 1/4 es suficiente para que
un arco de esa longitud contenga k > 3 puntos de coordenadas enteras, y si es
cierto, cual es el madximo nimero de puntos que puede contener.

Dicho de otra forma, sea £ un niimero entero. ;Es cierto que para alguna
constante c existen infinitos valores de N , y k puntos de coordenadas enteras
en la hipérbola zy = N, tal que N2 < ¢ < N1/2 4 ¢cN1/4?

Mediante un ejemplo, determinamos que la respuesta es afirmativa para k = 4.

En efecto, el entero
N =n(n+1)(n—1)(n—6)(n — 3)(n —4)(n — 2)(n + 3),
y sus divisores
21 =(n— 3)(n — 4)(n — 2)(n +3)
25 =n(n —1)(n - 3)(n —2)
zz3 =n(n+ 1)(n —3)(n —4)
24 =(n+ 1)(n = 1)(n — 4)(n - 2),
cumplen z; — N/z; < an? para cierta constante a. De esta forma
0<z;—VN <z;— N/z; < an®> <« N4

para: =1,:--,4 como queriamos ver.
No se sabe la certeza del enunciado en ningun caso & > 4. El estudio del

caso particular en el centro de la hipérbola, fue sugerido por A. Granville que

16



traté este caso junto con C. Pomerance y P. Erdés. Este dltimo conjeturé que
podria ser ya falso para k = 5. Por otra parte, aparentemente I. Ruzsa va mas
alla, conjeturando que para todo € > 0 existe un entero k, tal que sélo para un
nimero finito de valores de N puede haber mas de k puntos del reticulo (z,y),
conzy=Ny N2 < ¢ <« N1/2 4 N1/2—e,

Si nos preocupamos de lo que pasa en media en el centro de la hipérbola,
encontramos un resultado que apoya la conjetura de 1. Ruzsa, en el sentido de
que, veremos que casi todo n tiene menos de 2 representaciones en un arco de
longitud n%, o < 1, en el centro de la hipérbola zy = n. Este tipo de medias
ya fue estudiado por J. Cilleruelo para la funcién r(n), que cuenta el mimero de
representaciones de n como suma de dos cuadrados. La funcién que mide este
tipo de medias para la hipérbola fue sugerido por, [C1] y el resultado conseguido
es el analogo.

De esta forma, si consideramos el intervalo I = (N, N + N¢], definimos

do(n) = #{(a,b) / {a,b} € I, ab=n},

y consideramos Y do(n), de alguna manera estaremos estimando la media del
numero de representaciones de n por puntos en el centro de la hipérbola.
Como ya hemos mencionado, vamos a probar que de hecho casi todos los
enteros tienen menos de 2 representaciones dentro del cuadrado Q =1 x I.
Para ver un resultado de este estilo, lo que haremos serd comparar la media
cuadratica de la funcién con su propia media, ya que si d,(n) > k muchas veces,

esperarfamos Y. d2(n) > kY do(n). Vamos a probar
TEOREMA 1.2. Sea 0 < a < 1 un nimero real. Entonces
(1.8) > di(n) =2N%* 4+ 0 (N**'log N) + O (N®).

DEMOSTRACION:

En principio observamos que
(1.9) D da(n) = N** + O (N*),
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pues dicho sumatorio cuenta, exactamente, los puntos de coordenadas enteras
en Q.

En vista de (1.8) y (1.9), lo que intentaremos probar es que do(n) > 2 no va
a ocurrir muchas veces.

Supongamos que dq(n) > 2, entonces existen al menos dos representaciones
no simétricas de » mediante la hipérbola zy = n, y dentro del cuadrado Q. Sean

ab = n = cd, esas dos representaciones, entonces

{a,byc,d} €I y a#{cd}.

Consideramos m; = (a,c), y escribimos a = myly, ¢ = myly. De ab = cd

deducimos que l;|d y l2|b, por lo que para algin entero my queda

(mlll)(mzlg) = (mllg)(ﬂlzll).

Ademds, m; < b—a < N%, y lo mismo ocurre para [, pues es un divisor comiin
de dos enteros en el intervalo N, N + N*. Si ahora tenemos en cuenta que
mily = a > N, queda m; > N~ y por tanto N~ < m; < N°. Una primera
implicacién de este hecho es que para o < 1/2 no hay ningiin entero con méas de
2 representaciones en ). Por tanto, a partir de ahora y mientras no se diga lo
contrario, supondremos « > 1/2. Ahora bien, supongamos que do(n) = j > 2,
entonces el nimero de representaciones de n en Q no simétricas serd j(j —2)/2 si
j espar,y (§—1)(7—2)/2 si 7 es impar, y en cualquier caso > j2/9 > d,(n), por
otra parte, como acabamos de ver, dicha cantidad estd acotada superiormente

por el cardinal del conjunto
S ={my,ma,l1,lp : myl; € I{i,j} = 1,2, N'""* <my < N°}.

En este punto es conveniente que definamos C; = #{n : dao(n) = j }. De esta

forma
2 dan) = 5%,
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y del parrafo anterior se deriva
Y 52C; < #8.
323

Sélo nos queda dar una estimacién de #S. Ahora bien,

EDYHED Sl Y !

NI_QS‘D’LISN“ lleI/ml Tngel/ll lgEI/’I'nz

donde hemos definido la dilatacién ¢I = (¢N, (N + N¢)]. Teniendo en cuenta

que para todo entero k, (en particular k£ = —1,0, 1), se tiene

Z mP < (eN)F [e(N + N®)] = [cN] <« FHINe+k 4 (cN)*,
mecel

ya que [z] — [y] < £ — y + 1, queda, tras algunas operaciones

3a—1 2a a

#5 < > (N + N?omt 4 —N—2 + —N—> = O (N®**'logN) .
Nl—asmlsNa

Teniendo en cuenta (1.9), y que C; = O (N®), ya que son los enteros que sélo

tienen la representacién en la diagonal, se obtiene para todo 0 < a < 1,

N**+ O(N®)=C1+2C; + ) _jC;j =2C; + 0 (N**tlog N) + O (N?),
i>3
de donde
N2a

Cz = __2_+O(N30—110gN) +O(NOL)’

lo que termina el resultado, por (1.10).

Este teorema tiene una aplicacién inmediata en el cilculo de momentos de

sumas parciales de la funcién ((s), lo que veremos en la seccién siguiente.
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§4 Los momentos de D 1/7° en intervalos de pequeiia longitud

Es bien conocida la férmula

Cls)=) %"’)
n>1

valida para Re(s) > 1. Este hecho, junto con la ecuacién funcional aproximada.,
nos permite reducir el estudio de ¢?(s) al comportamiento de cierto polinomio
de Dirichlet 3 5 d(n)/n®. Si a este hecho le afiadimos un lema general, por
el que sabemos que controlar la media cuadritica de polinomios de Dirichlet,
es lo mismo que controlar la aportacién que viene de los términos diagonales,
podremos trasladar la informacién contenida en el Teorema 1.2 al célculo del
momento de orden 4 de sumas cortas del estilo Y 1/n®.

En el siguiente lema, que se deduce de un teorema mas general para el estudio
de la media de series de Dirichlet!, se precisa el error cometido al estimar el

momento de orden 2 de un polinomio de Dirichlet, por la aportacién diagonal.

LEMA A. Considerar ) M+M an oon lan] € n¢ para todoe >0, y M < N.

ns
T
L

en donde hemos llamado s = o + it.

Entonces

N+M Gn

n=N

N+M la | -
dt = 2T "l 4O (N120+e )

DEMOSTRACION:

Sea s = g +it. Como

N+MCL N+M a N+M =

n n m
N+M
> ey
n=N 2 n#Em (nm) (n/m)"t’

1Ver §7.1 y §7.2 en [T].
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queda

T |N+M 2 N+M .
anp, _ |an] CnGm m
f_Tn;V; dt_2TZ +Z(nm)a/ (%) at
N+M Z 0n8msen (log (m/n) T)
el (nm)?log (m/n)
Por tanto
N+M 2 N+M la |2

n

R/ 2TZ

En el intervalo considerado m < 2n, por lo que si escribimos n = m—r, entonces
r<mf2y

log (m/n) = —log (1 - -7-7-—) > —

'ITL

con lo que, usando |a,| < nf, queda

R< N Z Z —r"m"r<<

N<m<N+M 'r-<m/2

1
NE E ml——2a Z ; <MN1—20+6,
N<m<N+M r<m/2

como queriamos ver.

TEOREMA 1.3. Para todo 0 < a < 1, se tiene

4 2 2

1 [T Ll | 2 T L |y
o7 Z no+it = 2T / Z no+it ’

—T |N<n<N+Ne =T |N<n<N+N«

cuando N = oo y T > N3~%*% para algiin § > 0.
DEMOSTRACION:

Si en el lema anterior escogemos

{ 1 ne[N,N+ N9
Gy, =
0 enelresto
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entonces

N1+a+5—2a

1 [T L L L o2
5T D Y., tO({—F—) % )

~T |N<n<N+N= N<n<N+N«

para T > N't°, Por otra parte, como

2

1 1 1) da(k)
> ==l X = > =X

N<n<N+Ne N<n<N+Ne N<m<N+Ne

donde la tltima suma es cero cuando k ¢ (N 2(N+N a)Z] , sustituyendo

en el Lema A
{ do(n) ne [N%,(N + N*)?]
U =

o en el resto
entonces,
- 4
1 1 d2 n N3+a+2e—4a
w [ T Pmla- xSl (B
2T T na+zt ,n2a T
~7 [NXn<N+N« N2<n<(N+Ne)?

y teniendo en cuenta (1.8), queda

4

1 T 1 2a—40
~T |N<n<N4Ne

cuando T > N3—2+é 15 que termina la demostracién.
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CAPITULO 2

UN TEOREMA OPTIMO PARA CIERTO RANGO
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Introduccién

En el capitulo anterior, hemos obtenido una cota inferior a la distancia L,
que hay entre k puntos de coordenadas enteras en la hipérbola zy = N, y en
cualquier rango X ~ M".

Si nos restringimos a cierto rango, podemos decir no sélo el mejor exponente
E(~) tal que L > ME®)_ sino también la mejor constante Cy, para que C, ME(®)
sea la longitud necesaria y suficiente de un arco de hipérbola para contener k
puntos de coordenadas enteras.

Como en el capitulo anterior, nos valdremos de una intepretacion mas
aritmética del problema, en términos del minimo comin multiplo, para probar

el resultado. Asi, llamando
M}, = minfaq,- -, ax),

donde el minimo se toma sobre todas las k-uplas de enteros en el intervalo

X < a1 < az < ar < X + L, queremos encontrar una cota inferior para My

valida para X suficientemente grande, y L pequeno en comparacion con X.
Vamos a mostrar que, para una constante Cj, (que definiremos més tarde), la

cota
Xk

es la mejor posible en el sentido de que para todo € > 0 existen X y L, tales que

MkZCk

k
My < (1+6)Co.
L(z)

§ 1 Resultados

TEOREMA 2.1. Para todo entero k > 2 fijo se cumple

k
(2.1) M > Ckzr,
L(z)
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donde

(2.2)

-\ op_on (2k—1)
. (&) e

k—2

'rn:l("Tl‘!)2

c2=
2(kD) I]

k—1
m=]

(

2m
m

)2

En el apéndice probamos la siguiente féormula asintética para Cy:

k% /2-3k/2 /2
Ck, =S (46-3/2](}) / / (167{613/2> / k7/24ea+0(.‘.1:)

donde
_ - () -1
a=1/12log2 +1/8log 7 — 53/24 + 5y/12 + 5/4 | 2= :
, j+2
722
7 es la constante de Euler, y ((j) = >, nI.
Damos los primeros valores de Cj, en la siguiente tabla.
k Cr
2 1
3 22
4 2-5%/5
20.73v3.7
> 3
6 27.36.73./3.7
. 216.37.11%5. /3.5 11
52
212.36.115.13%.y/3.5-11-13
8 5
0 224.37.58.115.136. /7. 11-13
73
223.3%.5%-11°-136 . 178 . /7-11-13- 17
10 =

La cota inferior (2.1), es interesante sélo cuando L es pequefio en comparacién
con X, siendo trivial cuando L es grande. Queremos encontrar el mayor L posible

tal que dicha cota es 6ptima. Podemos probar
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TEOREMA 2.2. La cota inferior (2.1) es la mejor posible en el sentido de que
para todo € > 0 existen X y L > Xl/(g), tal que

k
M <(1+ S)Ck—X—,:-.
L(z)

Del método que usamos se deduce que podemos establecer esta cota superior
para Mj, uniformemente en el rango L < X 1/(3). Sin embargo, un buen
conocimiento acerca de la distribucién de las clases de congruencia podria darnos
un mejor rango para la longitud del intervalo en comparaciéon con X.

Este es un teorema de existencia; sin embargo, los ejemplos dados en el capi-

tulo anterior para k = 2 y 3 en este caso darian

aiag X2
M = S 1 + € =
((11,02) ( ) L
y
ajazas 3
M= <(1+4+¢)4

. 3
ngi<j$3(a.7’ a;) L
cuando X, y L son suficientemente grandes, respectivamente.
Para k > 4, como ya mencionamos, parece poco probable encontrar ejemplos

con crecimiento polinémico.

Como corolario a los Teoremas 2.1 y 2.2, conseguimos
TEOREMA 2.3. Considerar la hipérbola
zy =N,

y sea k > 2 un entero fijo. Para todo X >0y

k 22—
L<Cllc/(2) szlkv

no hay k puntos de coordenadas enteras, (z;,v;), ¢ = 1,--- ,k, en la hipérbola,
talesque X <z1 <1< - <z < X+ L.
Ademds, para todo € > 0, podemos elegir N, X > N -5 y

X%
Nl—ﬁ-l—l/(g)

L<+ecB)
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para que haya k puntos de coordenadas enteras, (z;,y:), 2 = 1,--- ,k, en la

hipérbola, tales que X < z1 <z <--- <z < X + L.

Observacién: Estas cotas son significativas sélo cuando X > N'/2. Sin em-
bargo, el rango X < N 1/2 corresponde a la rama vertical de la hipérbola, y por
tanto, una vez probado el Teorema 2.3, se puede deducir un resultado anélogo,

por simetria.

§ 2 Demostracién del Teorema 2.1

Claramente, para un conjunto A de k enteros {a;,--- ,ax}, se tiene
Hf:l a;
[a1,--- yak] = i

para algin entero C4, que contiene toda la informacién sobre los divisores co-
munes a, varios de ellos.
Multiplicando numerador y denominador por [, <;;<i(a; — a:), obtenemos

k
H'i:l a;

h H1gz‘<jgk(aj - a;)

(2.3) [al, ety ak] NA

donde

Ny= H15i<jgck(aj — a;)
A

En algin sentido N4 estd comparando el maximo comun divisor de los niimeros

con sus diferencias, como fue sugerido por el caso trivial k = 2.

Ahora bien, sean X y L fijos y sean {aj,- - ,at}, k enteros, de forma que
X <a £ X+ Lpara ¢ = 1,---,k. Podemos escribir a; = X + §;L con
0<61 <2<+ < d <1, con lo que se obtiene
> X* Ny
(2 H15i<j5k(5j — &)

Asi, si queremos probar el Teorema 2.1, necesitamos dos cosas. En primer lugar

[a1,"' ,ak]

maximizar

(2’4) H (6.7 - 51)7

1<i<j<k
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donde los J; se toman sobre cierto conjunto como mencionamos anteriormente,
y en segundo lugar minimizar N4.
Empezaremos maximizando (2.4).

LEMA 2.1.
2

wax | [ -5y = &= ()

o (2k—1
1<iss<k (2k)(k-—1)(2kk 2)( )

donde el méximo se toma sobre el conjunto 0 < §; < §a < -+ < 8 < 1.

DEMOSTRACION:

Sabemos que ese miximo existe, ya que es una funcién continua. Asi, supon-
gamos que estd dado por 71,7s,--- ,m,. Entonces 73 = 0y mx = 1, de lo
contrario, si 711 # 0 o 7 # 1 podrfamos tomar &; = (n; — m)/(nx — m) para
obtener

sy =T o1 . N
H(53 6;) —— (nk_m)(;) H(UJ 771)>H(773 %)

donde los productos se toman sobre el conjunto 1 <7 < j <k, y llegariamos a
una contradiccion.

Por tanto, tenemos que maximizar la funcién

F(8, ,0k-1) = ] (65— 8).
1<i<j<k

F' es una funcién diferenciable, por lo que alcanza el mdximo sobre el cerrado
0 <63 <835 < -+ <81 <1 Sin embargo, si §; = §; para algin i # j y
{é,7} € {1,--- ,k}, entonces F = 0, y por tanto el méximo se encuentra en un
punto critico de la funcién, por lo que para 2 < ¢ < k — 1 se tiene

1 0F 1
0= —=——(mg, - ,Mk—y) = i
F 83, (m2 Mh—1) ; T — 1

Consideramos el siguiente polinomio



El méaximo que queremos encontrar es justamente su discriminante,

AE = [[ @i—m).

1<i<j<k
Ahora bien,
k
H@) =Y [[te-n) v Hm) =]]m-n)
i=1 j#i i#i
Ademas,
k
H' @)=Y Y [[e-m=2 > ][@E-m),
=1 ji I#£4,i 1<i<j<kI#3,i
y por tanto

B (n) =23 T[ (=) =28 () 3" —

;
FEryey i T

con lo que deducimos que, para 2 < i < k—1, H”(n;) = 0. Teniendo en cuenta

que H"(x) es un polinomio de grado k — 2, concluimos que 72,73, - * -

, Mk—1 SON

todas sus raices. Ademds, por definicién, estas son exactamente las raices de

H(x) excepto 0 y 1. Por tanto, ambos polinomios deben ser casi el mismo, en

el sentido de que para alguna constante C se tiene

z{z — 1)H"(z) = CH(z).

H(z) es ménico, por lo que el coeficiente del término de mayor grado en H"(z)

es k(k — 1), y por tanto C' = k(k — 1), asi
(2.6) z(x — 1)H"(z) = k(k — 1)H(x).

Dicha ecuacién nos permite deducir
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COROLARIO 2.1. Las raices de H(x) son simétricas respecto de 1/2.

Si hacemos el cambio de variable z = (1+¥)/2, y lamamos g(y) = H({1+y)/2)

entonces (2.6) queda

(¥ — 1)g"(y) = k(k — 1)g(v).

Sea g(y) = E?:o giyt. Comparando los coeficientes en ambos lados de la

ecuacién, se obtiene g1 =0, y para1 < k — 2,
—(i+2)( + Dgiye = (k(k — 1) —i(i — 1))g;.

Asi, de gr—1 = 0, se deduce g_3 = 0 y de este hecho, de nuevo por la ecuacién
anterior, gx—5 = 0. Iterando este proceso hasta el coeficiente de menor grado,
se concluye que g(y) es una funcién par cuando k es par, y es una funcién impar
cuando k es impar. En otras palabras, las raices de g son simétricas respecto
del origen, lo que completa la prueba del corolario.

Volviendo a la ecuacién (2.6), y comparando coeficientes en ambos lados de la
igualdad, podemos encontrar explicitamente el polinomio H(z) cuya expresién

(;) GZo)

k
(2.7) H(z) = Y (~1)F72000 i,
j=1

( k—j )
puede verificarse sustituyéndola en dicha ecuacion.

El discriminante del polinomio, A(H), puede ser determinado por medio de

la resultante de H(x) con H'(x), ya que
A*(H) = |R(H(z), H'(2))],

donde podemos definir la resultante de dos polinomios genéricos como sigue;
. . n ; . . .
Para un polinomio f(z) = Y . _,a;z*, definimos su matriz asociada de orden

I x {l + n}, para cualquier [ € Z* como

an"’a]_aQOO"’O

0ay,--ajag---0
Aixigny = | . . . : L.

00---0 ay---arag
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Sea a; = 0 si ¢ ¢ [0,n]. Esta matriz tiene por coeficientes a;; = an—jti.
Entonces, definimos la resultante de dos polinomios f(z) = & a:x® ¥y

g(z) = 3w, biz?, con matrices asociadas A y B respectivamente, como?

R(f(e),9(o)) = det { rximin) ).

B« {n+m}

Para encontrar la resultante de H(z) con H'(z), intentaremos reducir el grado

del polinomio usando el siguiente

LEMA 2.2. Sea f = f(z) = Yo gaizt, g=g(z) = Y impbiz, 0<m<n,y
para algiin nimero real § y algin entero positivo I, h = h(z) = f + Bzlg =

Z;‘;o ciz® donde ¢; = a; + Bb;—;, tal que r < n. Entonces

(i) |R(f,9)| = |b0 " R(g, h)]

(ii) R(f,cg) =c"R(f,9) ceR

Observacién: (i) Es verdad incluso si g = 1.

Vamos a posponer la prueba de este lema por un momento, y veamos como
usarlo en nuestro contexto.

Definimos

S G
H[0] = H(z), H[l]=H'(z)=>) (-1 Iy =a’

j=0 (ka'_zl)
y
H[2] = kH[0] — zH][1]
H[3) = H[1] + 2H[2]
H[4] = (k — 1)H[2] — (2k — 3)zH[3),
(2.8) H2i4+i4+1) = (k=) H[20+i—1]+(=1)"2' 7 (2k — 20 - 1) H[2l +1]z",
2Ver [La]
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donde i € {0,1} y 2 <! < k en (2.8). Vamos a mostrar que

N R
H[2] =) (-1 Th—Tom— s

7=1 k—j

o (K —1)u(k_zz’°’ _J_H__l(k—l—!—j—i)(Zj—i) ;
Hi2l+i-1]= (F=2) (ks — 1! J}; k—1l—3 J o

parai € {0,1}, 2<1<k
Los primeros casos de la férmula se prueban directamente, y después por

induccién en [.
Supongamos que es cierta hasta [, entonces

(k—DH[2l — 1]+ 2H[2l] = (21\:—2()12;_})[!_ 1)!

N (L 1)]”“}

At (e

m

Usando que (7

___ (k=L X

G5 (k-1 -1

i o (59 (7770
- (zk,;z()k(k_ _1)1!_ 1)! kgl(_l)k_j—l (]I: - i J—r; - D (2J) = Hzt+ 1)

donde hemos utilizado (7*) = Z=2EL( ™).

Ahora, el resultado es cierto para H([2l], H[2l + 1], por tanto, como

) = #ﬁ(mgl) obtenemos

(2k — 21 — 1) H[2l + 1]z =
- P& k=147 -1\ (2
T D (k- 1—1)! j;( v 1(21”—2“1)(164—3'—1)(j)ﬂcﬁ1
(k=) _ E—147-2\ (2% -2\
G Z( yoes-a-n (57 (55)
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obtenemos, de manera similar

(k—1)!
CE Dk —i—1)

<[ o) ()
- <2k—2l—1>(k}§l_7i§2) (2;—_ 12>] ””j}

e {Eom (55 (2507

= H[2l + 2]

(k — H[20 + (2% — 21 — VH[2! + 1z =

“

lo que prueba la férmula en el caso general.
El grado de H[2l 4+ i — 1] es k — I, con lo que H[2k — 1] tiene grado 0. Ahora,

podemos aplicar el Lema 2.2 para obtener
[B(H[m], H[m + 1])| = Ap1 S50 | R(Hm + 1), H[m + 2))],

donde A,, es el valor absoluto del coeficiente del término de mayor grado en
Hlm], y H{m + 2] = B, H[m] + v H[m + 1] segun (2.8), ya que B,, ¥ Ym estdn

en las condiciones de dicho lema. Por tanto

|R(H[0], H[1])| =
{ f[ Az Azm—1 ﬁ(ﬂzjﬂ2j+1)‘(k‘j‘1)} \R(H[2k — 2], H[2k — 1])|.
m=1 7=0

Ahora bien, como

- (k—1)12(k-1) <2k—2l—1) <2k—2l>
2mLA2m—1 = 3
(Zkk— )2(k_l)|2 k-1 k—1

obtenemos

b1 x k-3 k-1 ~N 2

(k—1)2  (k—1)12k—4 1 (2;)
A mA m—1 = - " . .
J = T TR 11 e 11
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Por otra parte, o =k, 81 =1, 82 =k—1,yparai € {0,1},2<j<k

B2jyi-1 =k —j,
de esta forma
k-2 k=3 .1\2
H(ﬁz Bojpr) FI7 = =2 (7" :
7723+ k(R=1) (] — 1)(=2) (§ — 2)12k~5

3=0
Ademés, sabemos que deg(H|[2k — 2]) = 1, deg(H[2k — 1]) = 0 por lo que
- 1)!

|R(H[2k — 2], H[2k — 1])| = |H[2k — 1]|— ( By

Multiplicando las tres tltimas ecuaciones, obtenemos

(k — 1k — T, (™)

A*(H) = |R(H[0], H[1])| = ()= (B 2)2k 1

Sélo falta probar el Lema, 2.2:
DEMOSTRACION DEL LEMA 2.2:

Supongamos que los polinomios f, g, y h, tienen como matrices asociadas
A = (a;;), B = (bij), y C = (ci;) respectivamente. En principio, podemos
deducir facilmente, a partir de la definicién de resultante,

R(f,9) = (=1)"™R(g, f),
R(f,cg) = c"R(f,9)

Ahora, sumando [ veces la (n —m — [ + ¢)-ésima fila de By {ntm) a la i-ésima

fila de Amx{m+n}; Para i =1,--+ m, obtenemos

R(f(x)7 g(m)) = det <ém)<{m+n} > = det (me{m-l—n})

nx{n+m} nx{n+m}

donde C = (¢; ;) tiene coeficientes

Cij =0ij + Bb(n—m—tti),5 = @nejti + Bbm—jin—m—i4i =
=0p—jti + Bbn—jtiol = Cn—jti = Cij-
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Ademss ¢, = cp—1 = -+ = ¢p41 = 0. Esto implica que el determinante tiene su

primera columna de la siguiente forma

(9]

0
bm |
0

con lo que, si lo desarrollamos por su primera columna obtenemos, salvo el
signo, b,, veces otro determinante con primera columna de la misma forma, y

con la misma propiedad. Este proceso puede ser iterado n — r veces y conseguir

finalmente

n—r me m+r n—r n—r
R(f,0) = 5w det (G ) = 0 B(h, ) = 057 Rl ),

que completa la demostracién del Lema 2.2, con lo que, el Lema 2.1 queda
probado.

Observacién: A las raices del polinomio H(zx) se les suele llamar los ndmeros de
Fekete de orden n, y estdn relacionados con el didmetro transfinito del intervalo

[0,1]. Dicha cantidad se define como
g s \2/k(k=1)
D= kll)rglomaxH(éj i) ,
1<J
y es bien conocido que

D=-.
4

Del Lema 2.1 se obtiene una nueva prueba de este hecho. En efecto, no hay més

que observar (2.2) para obtener

bez \ 2/k(E=1)
D= lim (——-Hm=1 m') ,

k—co Ck
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y tener en cuenta las formulas (A.1) y (A.2) del apéndice al final del capitulo.

Para referencias ver [F] y el capitulo 11 de [P].

Despues del Lema 2.1, falta dar una cota inferior a N4 para terminar la prueba.

del Teorema 2.1.

LEMA 2.3.
k—2

min (N4) > H ml,

m=1

donde el minimo se toma sobre todos los conjuntos A de k enteros distintos.
DEMOSTRACION:

Dado un conjunto de enteros A, por (2.3) se tiene

_ [a1, -+, ax] H1§i<j§k(a’j —a;)

k
Hi:l a;

Para un primo p fijo, y un ndmero racional a/b, definimos v, (a/b) como en el

(2.9) Ny

Teorema 1.1.

Observamos que

(2.10) min (N4) = min (Hp”P(NA)) > Hmin (p”P(NA)).
p r

De hecho veremos que se alcanza la igualdad. Por tanto vamos a estudiar N4
para cada primo fijo p.

Para evaluar v, (IN4) tenemos que saber cudl es la mayor potencia de p que
divide a las diferencias de los nidmeros. Serid conveniente para ello hacer la

siguiente definicién

DEFINICION 2.1.
Dado un primo p, y un conjunto de % enteros A = {a1,--- ,ax}, llamamos
A= {aEA . a=pt (modpt'H)} paracada 1<:<p—1,¢t>0
y aip=#{a€ Az},
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Observar que ), ,a;+ = k, donde la suma recorre los 1 <i <p-1,y¢t > 0.
Ademas, sea
>, aiu=#{acA:p'la}
u>t
1<i<p—1

Con esta definicién podemos probar

PROPOSICION 2.1.

(2.11)
oy — 1 Qg a; — a;
UP(NA)ZZ( 2 )+ 2 (2 )+v” 11 ( fot“z)
t>1 t>0 a;#a; €Al
1<i<p—1
DEMOSTRACION:

Ordenamos los elementos a; € A como en el Teorema 1.1, es decir, si llamamos

t; = vp (a;), entonces t; < t; siempre que 7 < j. Asi, por (2.9)

Up (NA) =Y ([ah"' 9ak]) +vp H (aj _ai) —Yp (Haz) .

1<i<j<k
Ahora vp ([a1,--- ,ax]) =tk ¥y
k k
Vp (H a?-,) = Eti'
=1

Ademés, pi|(a; — a;) por lo que podemos escribir

w| I @-a)]= Y ti+y| ]I (‘)

1
1<i<i<k 1<i<j<k 1<i<j<k p

Observar que vy, ((a; — a;)/p*) > 0 y sélo es distinto de cero en caso de que
aj = a; (mod p**1); en otras palabras, sélo cuando aj, a;, pertenezcan al mismo
conjunto A, y en ese caso ptitl|(a; — a;), y se tiene v, ((a; —a;)/pt) = 1 +

v, ((aj — a,-)/pt‘f*’l) > 1. Adems4s

> n=Yn Y =S

1<z<]<k i=1  i<j<k i=1
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Todo esto nos da

k-1
. (878" a; — a;
wow=ut-i-ve T3 ()rw| T (%)
=1 t>0 a.,-;éa.-GAl,, p
1<iZp—1
Ahora, por la definicién de o; vemos que si ¢ > k — o, entonces t; > ¢, y por

tanto, para k — oy, < i < k — Ot,;,.> S€ tiene t; = t;. De esta forma, si r es el

menor entero tal que t,_; = t,, deducimos

k-1 r—1
Dotik—i=1)=>t; > (k—i—1)+t, > (k—i-1)
=1 7=1 k—a'tj+1SiSk-—a¢j+1 k—oy, +1<i<k~1

r—1

=t X i+t Y .

j=1 014, —1Si<o —2 1<i<oy,—2

Teniendo en cuenta que
2 ?

1<i<n—2

s, ()
2 2

atj+1 —IS’LSGtJ—Z

y que por ello

un simple argumento nos permite concluir

k—1 r O't.—l
;ti(k—z’—l):;(tj—tj_l)< ' )

donde hemos llamado 3 = 0. Ahora, o; = oy, para t;_; <t <t;, 00 = 0si
t > tg, y si tg > t, entonces oy, = 1. Asi, la tltima suma es
_ Z (O't - 1)
= 0 ;
t>1

que completa la demostracién de la proposicién.
COROLARIO 2.2. N4 es un entero

De nuestra prueba se deduce que v, (N4) > 0 para todo primo p. Esto

demuestra el resultado, ya que cualquier racional con esa propiedad, es de hecho

un entero.
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Observacién: Si p > k — 1, podemos® escoger A tal que o3 <2y o;: < 1 para
todo {i,t}, con lo que v, (N4) = 0. Por tanto, a partir de ahora, si no se indica
lo contrario, nos restringiremos a p < k— 1. De otra forma, los resultados serfan
triviales.

Por la férmula (2.11), vemos que para entender v, (N4) debemos saber que

sucede en cada clase A; . Necesitaremos el siguiente

LEMA 2.4. Para cualesquiera m + 1 enteros go, g1, -+ ,gm ¥ un primo, p, pode-

mos encontrar g; tal que

v | I (05 —9) | 20, (m).
0<i<m
t#£]
DEMOSTRACION:

Vamos a probar el resultado por induccién en m. Para m < p—1 el resultado
es trivial. Asi, supongamos m > p. Por el principio del palomar, existe a,

0<a<p—1tal que
. m
#{j : gj =a(mod p)} > [;] 1

Sea h; = (g; — a)/p para cada uno de esos j. Si estdn todos los m + 1 enteros,

entonces

Up H (g0—g:i) | = v H plho —hi) | >m > v, (ml).

1<i<m 1<i<m

En otro caso, por la hipétesis de induccién, existe g; = a (mod p) tal que

v | I] 6—9)|=0v I sri-h)|> [%} + vy ([E} !>;

0<i<m 0<i<m p
t#J gi=a(mod p)
]

3Por ejemplo ap = 2p (mod pz), a; =i(mod p) parai=1,--- ,k—1.
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pero entonces el resultado se sigue de

= [5]- 2] (1)

Este lema tiene una bonita consecuencia.

COROLARIO 2.3. Sean g1,92,-- ,gn, 1 enteros, entonces
' H (gj - gi)
1<i<i<n N I T

es también un entero.

DEMOSTRACION:

Procedemos por induccién. Elresultado es trivial para n = 2, asi, supongamos
que es cierto para n — 1 términos. Sea p un primo, y escojamos g, mediante el

Lema 2.4 (con m = n — 1) para obtener

o TI (_u) _

i
1<i<j<n J

- (M) o (R ™) 2o

usando la hipétesis de induccién y el Lema 2.4, respectivamente. Esto nos da el

resultado como en el Corolario 2.2.

Ya tenemos la maquinaria suficiente para probar
PROPOSICION 2.2. Existe un conjunto A = {ay,as, - ,ar} de enteros con
vp (N4) minimal, tal que
(1) Cli—,;7t Z O‘I,T sit S T
(ii) Para cada 1 <i<p—1yt > 0 se tiene
Aie = {ip", ip" +p™, ip® + 201, Lipt 4 (o — 1)t}
(iii) Podemos elegir ary; tal que A= A U {ar41} tiene v, (N ;) minimal
sobre los conjuntos de k + 1 enteros, y para el cual se cumple (i) y (ii) .
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DEMOSTRACION:

(i) A lo largo de la prueba, supondremos que tenemos un conjunto A4 de k

enteros con v, (N4) minimo. Supongamos que

Ajg={ip" +g;p™" 1 1<j <} v
Arr={Ip" +G,p™"' : 1< J < a1},

cono;: < arryt <T. Sea Bidéntico a A excepto con A;+y Ar 1 reemplazados

por

Biy={ip" +G,p""' : 1<J<arr} ¥
Brr={Ip" +g;p™ : 1<) <y}

Por la Proposicién 2.1, se tiene, haciendo o, =0y,—arrparat<uv<T,

vp (NB) —vp (Na) = ) {(GLJrC;i’t_l) - (a;+a21’T_l)} <0,

t<v<T
que nos lleva a una contradiccién.

Observar que si ¢t = T, entonces v, (Ng) — vp(Na) = 0 y por tanto podemos
reordenar los conjuntos A;+ con t fijo para que a; ¢ sea decreciente también en
i.

Antes de seguir con (ii) y (iii), hagamos la siguiente
DEFINICION 2.2. Para un conjunto de k enteros, A = {a1,a2, -+ ,a}, y un
entero, apy; = igpto (mod pt°+1), consideramos el conjunto A = Al {ar+1}
con &, &;: los nimeros correspondientes a A en la Definicién 2.1. Ademads

llamaremos
Dayyy = vp (NA) —vp (Na).

Por la férmula (2.11) se tiene

- (ak+1 — a4y .
(212) Dak+1 = Z (O‘t - 2) -+ ’Up H _—to—-}-fi) -+ aio,to - 1.
lststg ajEA

i0.to

41



Para probar (ii) y (ili) procederemos por induccién en k. La proposicién es
claramente cierta para k = 2, y la suponemos cierta hasta k. Ahora, supon-
gamos que tenemos A = {a1,a2,-- ,ar} con v, (N4) minimo, y satisfaciendo
(i) y (ii); y B un conjunto de k + 1 enteros con v, (Ng) minimo y B;¢, 7 sus
correspondientes nimeros en la Definicién 2.1. Entonces, consideramos el par
(i0,t0) para el cual B;, ¢ > g b0 ¥ Bit < @i para todo par (i,1) tal que t < tg,

0 si t =ty entonces 1 < ig. Sea by un elemento de B para el cual

20,t0

Dy, = max Ds.
®  bEBigt,

(Aqui hemos usado la Definicién 2.2 con A = B\ {b} y A = B, para cada b).
Entonces, por (2.12) con esta eleccién particular de by como a1, y €l Lema 2.4

obtenemos

Dbo 2 Z ("7t - 2) + Up ((:Bio,to - 1)') +ﬂio,to - 1’
1<t<tg

ya que, escribiendo b = égp® + gp'ot! para todo b en B;, +,, by = ipp’ + goplot?,

se tiene
(bo — b)
Up 11 plot1 | = U II @w-9
bo#bEBi bo#bE B ¢,
Por otro lado, eligiendo ary: = dop® + (euye, + 1)p™t!, tenemos para

A=AaU{ar1}

Dak+1 = Z (Ut - 1) + Up (aio,tol) + Uip tos

1<tLto
donde hemos usado que, en ese caso, 6; = o;+1 cuandot <ty y Qg tg = Qg to+1.

Y por tanto, como, para t < tg

O't:k— Z ai’u<k+1_ Z ﬁ'i,u‘:nta
1<u<t 1<u<t
1<:i<p-1 1<i<p~-1

obtenemos

D.,., < Ds,.

Qg1

42



De esta forma,
vp (NB) = vp (NB\{bo}) + Dy, 2 vp(Na) + Do, = vp (NA) :

A tiene Up (N A) minimo y satisface (ii). Por tanto, quizids debamos aplicar
el proceso en (i) para conseguir que nuestro conjunto tenga a; ¢ decreciente, y

terminar la demostracién.

De la prueba de la Proposicién 2.2, podemos deducir que para cada primo
p < k—1, existe un entero u, tal que si A es un conjunto de k enteros como en
la proposicién, y tomamos A = A {ak+1} donde
(2.13) Akt1 = Up (mod pE(k’p)) con FE(k,p)=2 [—k—} )

p—1

entonces A es como en la proposicién. En efecto, vemos, por la definicién de D,
que para A podemos elegir cualquier Gry1 = aryq (mod pF ) para FE suficiente-
mente grande, y el valor de v, (N A) no varia. Para encontrar un E particular
en esas condiciones, necesitamos v, (dx+1 — a;) = v, (ar+1 — a;) para cualquier
J- Se puede probar que E(k, p) es suficientemente grande usando que A es como
en la Proposicién 2.2.

Entonces, por el Teorema chino del resto, deducimos la existencia de k enteros

T1,72,° + , T tal que si A = {ay,--- ,ax} con
a; =75 (mod Py),

donde P, = Hp<l pE(k:P)  entonces vp (N4) es minimo para todo p < 1.

En el siguiente lema veremos que, de hecho, cada r; =7 — 1.
LEMA 2.5. Si A = {a3,--- ,at} con 0 < a; = i— 1(mod P}), paral < i < k
entonces vy, (N4) es minimo para todo p < I.
DEMOSTRACION:

Procederemos por induccién en k. El resultado es claramente cierto para
k = 2. Sea p <, y supongamos que A = {0,--- ,k — 1} tiene vp (IV4) mini-

mal. Después de la Proposicién 2.2, lo tnico que nos falta probar es que para
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A= AU {azs1}, se tiene
Dak+1 Z Dk'

e R ; .
Escribimos & en base p como k = ;" _x;p* con k,, kg # 0. Entonces, se tiene?

Z Ot:,,t—(p 1)[t+1]+nt Sit#?",R

1<i<p—-1
k
Y ai=(m-1) e
1<i<p-1
Y. Gir+oiri=kr+];
1<i<p—1

y por tanto o; = [1—;—] sit<r,yor= [é‘;] + 1si¢ > r. Entonces, observando

que ay, = [F’i—l], obtenemos

e e ()« [ - 2]

1<t<r t>1

Por otra parte, si ax41 = 4op® (mod pto+?!), entonces, como oy, > [Fﬁq],
obtenemos para tq > 7,

oz 3 (4] 3 [ ()< e -
=_T+Z[ ]zpk;

t>1

mientras que para ty < 7,

k k k k
oz 3 (51-)+ 2[5+ () + o -
1<t<to to<t<r

Que demuestra el resultado para cualquier primo p dado. No hay més que aplicar

el teorema chino del resto para completar la prueba del Lema 2.5.

4Esto es verdad para una eleccién particular del elemento congruente con 0(mod p), sin em-
bargo, por la Proposicién 2.2, el resultado es cierto para cualquier eleccién de ese elemento.
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El Lema 2.3 entonces se sigue de (2.10) ya que, para este particular conjunto

A, tenemos

k-2
vp (Na) =vp (H m!) .

m=1

Este hecho termina la prueba del Teorema 2.1.

§ 3 Demostracién de los Teoremas 2.2 v 2.3

Para probar el Teorema 2.2 mostraremos, en primer lugar, que de hecho la
igualdad se cumple en el Lema 2.3, en otras palabras, por el Lema 2.5, con
l=k-2

min J[ p®0 = T o2,
p<k—2 p<k—2
Asi, por (2.10), necesitamos encontrar un conjunto A de k enteros como en el
Lema 2.5 y tal que v, (N4) = 0 para p > k — 2. Ademds, si queremos conseguir
la cota exacta en el Teorema 2.2, este conjunto debe maximizar (2.4) al mismo
tiempo.

Empecemos con

LEMA 2.6.
k-2
min(Ny4) = H ml,
m=1
DEMOSTRACION:
Supongamos que tenemos un conjunto de k — 1 enteros A = {a1, - ,a5-1},

cona; =i—1(mod Py_2)y Na = Hi”n;?’l m!. Entonces, para probar el Lema 2.6,
tenemos que encontrar a;y = k — 1 (mod Pi_3) y tal que para A= AU {ar},
Up (N A) = 0 para todo p > k — 1. Consideramos un primo p > k — 1. Por
la observacién despues de la Proposicién 2.1, sabemos como elegir las clases de

congruencia A; , para que v, (N A) = 0 y vemos que esta eleccién es equivalente
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(%) vp (a3, a5, 01)) = 0

(**) vp (a5 — a;) = vp (a5, a:))

donde : < j <[l < k.

Si lamamos d; ; = a; — a;, y escribimos

(2.14) dji = 8;th5

donde 4, ; es® el mayor divisor de dji primo con Py_, para que se cumpla (*)

es suficiente con que
(2.15) (65,6, 614) = 1,

ya que si p|(a;,a;,a;) entonces divide a sus diferencias. Por otra parte, como
vp (85,:) = vp (a; — a;), para cumplir (¥*) debemos tener vp (85,4) = vp ((aj,a4)),

para todo primo p > k — 1, que es equivalente a
(2.16) 85 las,

para j =%+ 1,--- k. En resumen, para obtener el resultado en el Lema 2.6,
tenemos que encontrar k enteros que cumplan (2.15) y (2.16).

Una vez que tenemos un método para probar el Lema 2.6, si queremos probar
el Teorema 2.2 todavia necesitamos que los niimeros, ai,- - ar, estén distribuidos
de cierta forma sobre el intervalo, para que (2.4) sea maximo. Probaremos ambas

cosas, es decir, el Lema 2.6 y el Teorema 2.2, gracias al siguiente lema de criba:

LEMA 2.7. Sean dy < dy < +++ < d,, u, enteros, P = Hp<lpmp donde el
producto recorre los primos p menores o iguales que [, y ™My Son nimeros enteros.

Considerar un intervalo I, y sea

R,={rel:r=u(modP), (r—ds,n)=1,i=1,--- s},

5Se deduce de la definicién de Pp,_3, que de hecho pj; = (d;,i, Py—2)

46



para cualquier entero n.

Si n es tal que (n, P) = 1, entonces

IIIH( )+O<d())

donde A(m) = # {a : d; = a(mod m)} y d(n) es la funcién divisor.

DEMOSTRACION:

Escribimos n = v11,, donde v es el mayor divisor de E tal que

V1, H (dj —d;) | =1
1<i<ji<s
Entonces, (r — d;, E) = 1 es lo mismo que (r —d;,v1) = 1y (r —d;,p) = 1, para
todo p|va. Ademds, sean Dy p, Do p, -+ , Da(p),py 2quellos valores modulo p, que
son congruentes con algun d;. Cuando d; = d; (mod p), entonces p}(r —d;) siy

sélo si p|(r — d;), por lo que se tiene

{7' : (T‘—di,p)Zl,izl,'" ,S}—{T‘Z zpap):17i=17"' ,A(p)},

y por tanto
Rn =Ru1 n {(T—Di,pap) = 1» 1= 1a ,A(p)}
plva

Usando la funcién de Mdbius, u(n), que cumple®

0 ifn#l
Z“(d)z{ 1 ifn=1
djn -
Podemos escribir

8 Alp)
#Ra=3 1= 3> I X wmidITIT 20 wmin)

r€Rn rel  §=1m;,, |(r—d;jw) plvz i=1 m; ,|(r—D; p.p)
r=u(mod P)

$Ver [H-W]
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Para cualesquiera conjuntos finitos 4;,7 = 1,--- ,t, y f(n) una funcién, se tiene

(2.17) 1Y f(mi)-:Z[[f(mi),

i=1m;€A;
donde la suma a la derecha de la igualdad recorre todas las posibles t-uplas
{mq,--- ,my} tal que m; € A;. De esta forma, si tomamos A; = S;; =

{mi; : mi|(r — d;, 1)}, nuestra dltima expresion para #R, queda

Alp)
= Z Z H p(mj,e,) Z H H w(mip),
'r—u(mod P) Plvz +=1
en donde, en la primera suma m;,, € Sj,, paraj =1,---,s, mientras que en la
segunda m; , € S; , para los primos p tal que plrp e ¢ = 1,--- , A(p). Cambiando
el orden de sumacién, queda
A(p) s
(2.18) = z H H (i p) H (Mg, ) Z L
plve =1 =1 TER

donde, la primera suma es sobre todas las colecciones de m; ,|p, mi ,,|v1 con p
recorriendo los primos plvg, e i =1,--- ,A(p) y s =1,---,s, y en la tltima R

se define como

s A(p)
R={rel:r=u(mod P)}n{fr = d; (mod m;,,)} n {r =D, p(mod m;,)}.
J=1 '
plve

Ahora bien, como D;, # D;,(mod p) si j # %, se tiene (m; p, mjp) = 1 para
todo plvse, y por tanto, todos los médulos son primos entre si, pues v1, v2 y P son
primos entre si. Asi, podemos aplicar el teorema chino del resto para obtener,
en la dltima suma

||
S1= +O().
A
reR P Hp|u2 H ®) mip H;:l My

Ahora bien, el niimero de posibles colecciones {m; p,m; ., } que sumamos en

(2.18), sera contar para cada primo p|v, todas las posibles colecciones de A(p)
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divisores de p, mientras que para ] contaremos las posibles s-uplas de divisores

de v, por tanto, queda

A(p)
Z H H p(mip) H p(mj,) K H QA(p)(d(yl))s <d’(n)
plvz +=1 j=1 plv2

ya que A(p) < s, y la funcién divisor es multiplicativa.
Asi, para (2.18) obtenemos, usando que g(n) es una funcién multiplicativa, y

teniendo en cuenta que los médulos son primos entre si,

_ A(p) mi p
|I| Z ( J,V1) H K (Hz:l » ) +0 (da(n)) ’

[Tj=1 0 Pl ITY mip
y por (2.17)
A(P)
1| ) # (H ) II Z ( i ”) v
_ +0 (d (n)
S A 9
P HJ " piu2 (P) mz,p )
donde, en la primera suma mj,,,llvl, J = 1,---,s y en la segunda, m;zlp,

i=1,---,A(p) para cada p|vs.
Teniendo en cuenta de nuevo que los médulos son primos entre si, observamos
que para M, = (HA(’”) mip) ¥ M = ([I;=1 Mju, ), se tiene Mp|p y M|y, con lo

que nos queda

|I| Z#(M S 1T .u > 1)+

My, myms=M | plra \M,|p myema(p)=Mp

+0 (ds(n)) .

Ahora, si M es libre de cuadrados, entonces

Yooo1=]]¢

ml"'mt=M p'M
y por tanto,
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La ultima igualdad se puede verificar directamente haciendo la multiplicacién.

Esto termina la prueba del Lema (2.7).

COROLARIO 2.4. Dado un entero k, para todo ¢ > 0 existen X, L, y un conjunto
de k enteros A = {ay,--- ,ar} con X < a1 <ap <---<ap < X + L, tal que

ch
[@1,--- ,ax] < (1+6)CkT

L)’
donde C}, es como en (2.2).

DEMOSTRACION:

Sea H(z) el polinomio en (2.7) y 0 =n; <2 < --- <7 = 1 sus raices. Sea
P= Hpgk—z pZ*P) donde E(k,p) es como en (2.13).

Supongamos que tenemos j < k enteros, 0 = d;; < dg; < --- < d;; con

P<«dy,ydiig=1—1(mod P), tal que

cuando dz; — 00, y lamando d;; = d; 1 —dy 1 = 0; 14451 como en (2.14), se tiene
(2.19) ((Si,h 6m,n) - 11

para i,l,m,n < j. Vamos a aplicar el Lema 2.7 con d; = d;; parai =1,--+ 7,
myp = E(k,p), l=k~2,u=j,I= %d&l T4/do1,yn= HlSKiSj 05,1
Como p|n implica p|(d;1 — d;,1) para algunos ¢, I, y se cumple (2.19) por

hipétesis, deducimos A(p) = j — 1 para todo p|n. Ademaés

60 <d;j1—dig= 77177_27” do1 + O(+/d21) < cday

para alguna constante c, por lo que

d(n)=4d H dis | =0(d3,)

1<1<i<)
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para todo € > 0.

Por otra parte

pln

Por tanto,

= . . d1/2-—o(1)
E 1= \/Pz,l H (1 _ ]Tl) +0(d(n)) > 22— —0 (d51) >0,

rE€ER, pln

si dp1 > P2, En ese caso, podemos elegir

T =di4j1 = nj?—:ldz,l + O(+/d2,1),

y tal que (2.19) se cumple para 4,l,m,n < j + 1. Resumiendo, si empezamos
con dy1 > P?*¢ y dp; = 1(mod P), y repetimos el anterior proceso k — 1
veces, obtenemos dg 1 < d3,1 < -+ < dg,1 que serdn las diferencias de nuestros
nimeros con €l primero, a;.

Por tanto, eligiendo a; = 0(mod P), los enteros a; = a; + d; 1, d1; = 0,
alcanzaran el minimo de v, (N4) para p < k — 2. Ademds, para ver si alcanzan
ese minimo también cuando p > k — 1, tenemos que comprobar que se cumple
(*) v (**), que es lo mismo que probar que J;;la; para todo 1 < i < ky
j =2 i+ 1 ya que, por el Lema 2.7, sabemos que (§;;,0;m) = 1. En otras
palabras, necesitamos

k
a1 +d;1 =a; =0 | mod H 8j.i
j=itl
Como (8;,,61.m) = (E, P) =1, podemos aplicar el teorema chino del resto para
obtener una solucién a; (mod EP). Por tanto, para esos k enteros, N4 tiene el

valor del Lema 2.6. Ademas,

da,1 = M2dg,1 + O(v/dg 1),
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luego

aj —a; = %dz,l + O(V/dz2,1) = (7j — mi)dk,1 + O(V/di,1)-

Sea di1 = L. Para todo &' > 0, tomando L suficientemente grande, (depen-

diendo de k), se tiene
MM (a5—a)>a@mrGa—-¢)
1<i<j<k
donde A(H) es el discriminante de H(z), y

k
a; < XX+ LY '=X*+0(X*'L) < X*(1 + ¢,

=1

cuando’ L = o(X).

Asi,
ko k
[ala"' )ak]z Hi:laz NAS(I-}—S)C]CX—L
[licici<n(as — ai) )
para
£ > _2_€i__
1-¢’

lo que termina la prueba del Teorema 2.2.

[ |
COROLARIO 2.5. Sea k > 2 un entero fijo. Para todo X > 0 y para todo
1 2
2 X2-F=
L< Cp =
1- E—1 +T
(2)
no hay k puntos de coordenadas enteras (a;,b;), ¢ = 1,--- ,k en la hipérbola

zy=N,talesque X <a1 <ag<---<ap <X+ L.
Ademads, para todo € > 0, podemos elegir N, X > N . ¥y

T®y -t
LL(1+ 6)0,52) —;X—a—-l—r'a
N B

"Esto siempre es cierto cuando k > 3 por la eleccién de a1 y las diferencias entre los mimeros.
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para que haya k puntos de coordenadas enteras, (a;,b;), en la hipérbola tales

que X <agy<a<---<a<X+L.

DEMOSTRACION:

Si tenemos k puntos de coordenadas enteras (a;,b;), ¢ = 1,--- ,k tales que
X<a<a<-<a, <X+ L entonces b;|N, yz —1<by <by--<bp <z
paraz = N/X yz—1= N/(X + L) asi, por el Teorema 2.1

:L'k
N Z [b].,”' ’bk] Z Ck_k,
l(z)
o bien .
k o —
1> C;/(z)m__T_’
Nl/(z)
y usando z — [ < z tenemos
-~
p= NN W quON B outy X
t—1 z (z-0z~ 7% 2% k Nl‘szl‘i“@

Procedemos andlogamente, usando el Teorema 2.2, para obtener la segunda

parte del corolario.
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APENDICE
En este apéndice damos una férmula para el comportamiento asintético de la
constante Cy, definida en (2.2) mediante la expresién

o2 1 ( % )k (Zkk—2)
k

T ok \E—1

2k—1 f_o

I (ml)?

—n2 2
(215—12 ) m=1 (2:: )

Concretamente veremos que
1.2 _ a7, A
(A.1) C: = (43“3/2k)k > (167rel3/2)’° kT/120+00/R),

donde

i) —1
a=1/6log2+1/4logm —53/12 + 57/6 +5/2§: C—(jj):2_

322

3

7 es la constante de Euler, y {(j) =), 5,777

C? consiste en un producto de binomios. Por tanto, para calcular su compor-
tamiento asintético, intentaremos usar la férmula de Stirling. Sin embargo, esta.
férmula es buena cuando el factorial es de un nimero suficientemente grande, por
lo que debemos encontrar un método alternativo de calcular el dltimo producto
en Cy, pues contiene términos pequeifios.

Observando que se da la siguiente identidad,

l 2 21
(H (2m)!> = 2! H ml,
m=1 m=1

que se sigue de (2m)! = 2m(2m — 1)!, podemos reducir el estudio de ese tltimo

producto a calcular una férmula asintética para []_ m!. Ahora bien, se tiene

-1 -1 -1 172,
o= o= ([ )™ e
m=1 m=1 m=1 m=1
-1
=(l - 1)!l+1/2 H ,rn—m—l/2’
m=1
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y usando la identidad

£ 1T porem—somin - 77 () ™
l mI\T T IHTmTE) =
11 II(:2)

m=1 m=2
cierta para cualquier polinomio f(z), podemos obtener el término principal en
el producto de factoriales, quedando un producto de términos muy cercanos
a 1, que podremos estimar usando el desarrollo del logaritmo. En efecto, sea
f(z) = /2, entonces f(m) —fm+1)=-m-1/2,y
/2 m \™ /2
H ™ = [ <_m_—1) '
m=2

Ahora, consideramos

l 4 i
Zmzlog (mﬂz1> Zmzlog (1———:;) ZmQijJ

m=2

m=2 m=2 j2>1
l 1 I 1 l 1 {
m=2 =2 m= =23
(1 +1) 1 1
—( 5 1) +—2—(l—1) §(logl+7—1)+

+Zl_:z(j+2 o(1),

donde hemos usado el hecho
l

1 1
— =log! )
Zm og +7+O(l>

m=1

Cambiando el orden de sumacién, y observando que

Z mi Z]+2/ 9 <Zlﬂ o (1>’

i>2 Y m>l+1 i>2

(35 (72))

e (Pt s S o (1))

722

obtenemos
2

I (5)" -

m=
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Esto nos permite obtener el comportamiento asintético del producto de facto-
riales, y por tanto, para completar el correspondiente a C, sélo tenemos que

aplicar la férmula de Stirling,?
m! = 27rmm+1/2e—m+1/(12m)+0(1/m2)’

que es cierta para todo m > 1, y el hecho,

(k + o) = |k ga—a®[2k+0(1/k%)

Observacién: En particular hemos obtenido la férmula

(A.2) ﬁ ml = pt/? (\/Zr_)l (8_3/2l) 12 /2—1/1240(1/1) |
m=1

donde

q __1
n = /2w exp —23/12+7/3+Z—C(.J) 5
ez I

8Ver [Ed] por ejemplo.
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CAPITULO 3

LA HIPERBOLA z2 —dy? = N
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Introduccion

Si giramos 45 grados nuestra hipérbola zy = N, uno deberia pensar en obtener
de nuevo resultados similares a los obtenidos hasta ahora, y asi es el caso, ya
que la hipérbola que se obtiene es z? — y* = N, y no hay mds que observar que
z? — y? = (z — y)(z + y) para traducirlo de nuevo a un problema de divisores.

Este es el caso més sencillo de hipérbolas, con ejes los ejes coordenados. Vamos
a ocuparnos del caso més general, z2 —dy? = N, y usando la factorizacién tnica
en ideales en cuerpos cuadréticos, obtendremos un resultado anélogo al obtenido

en el capitulo 1 para anillos de factorizacién tnica.

§ 1 Resultado y definiciones

Sea d > 1 un entero libre de cuadrados. Consideramos el cuerpo de nimeros
(D(\/E) con anillo de enteros 4, y sea hy el nimero de elementos del grupo de

clases de orden menor o igual que 2. Podemos probar®

TEOREMA 3.1. a) En un arco de la hipérbola, z? — dy?> = N, de longitud N
cona<1/4—-1/(8 [4—,’;—2] + 4), no hay mas de k puntos de coordenadas enteras.
b) Si ademds, algiin divisor de d, di # 1,—d, es representable mediante la

hipérbola, entonces el resultado se puede mejorar hasta o < 1/4—1/(8 |:2—,I:—2] +4).

Por simplicidad, vamos a considerar d = 1(mod 4), siendo el caso general
idéntico salvo obvias modificaciones.

Consideramos la funcién aritmética
Ty(N) = #{z,y € Z/z* — dy* = N}.

Esta funcién se puede interpretar como el nimero de puntos de coordenadas
enteras que hay en la hipérbola, z* — dy? = N. De manera obvia podemos asig-
nar a cada punto de coordenadas enteras, un elemento en el anillo de enteros

A de @(+/d) de norma N, y viceversa. De esta forma, podemos concluir que si

®Sin pérdida de generalidad podemos suponer N positivo.
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I'q(N) > 1 entonces I'y(N) = oo, ya que, si £ € A corresponde a una repre-
sentacion de N, entonces uf corresponderd a una representacién distinta de N
para toda unidad p de A. Nuestra afirmacién se concluye del hecho de que para
todo k entero, ¥ es una unidad, donde ¢ es la unidad fundamental'® de .A.

Parece claro pues, que para contar representaciones de IV, basta contar ciertas
representaciones, y luego multiplicar por unidades. Es conveniente por tanto
introducir la siguiente definicién; Decimos que dos representaciones 1, &3, estan
relacionadas, si existe una unidad u tal que pé; = &.

Vamos a centrarnos en un arco de pequeiia longitud de la hipérbola, que por
simetria podemos suponer que estd en el primer cuadrante.

Si dicho arco es suficientemente pequeifio, no podra tener dos representaciones
relacionadas, ya que estamos multiplicando por unidades. M3s concretamente,
sea un arco de hipérbola I'. Definimos

L(T')= max [(z;+ yn/a) —(z2 + yz\/a)
{plaPZ}EP

donde!! p; = (z;,y;), y consideramos las funciones aritméticas Tar, T que
cuentan las representaciones de N que se encuentran en I', y aquellas que ademéas

son no relacionadas, respectivamente. Entonces

LEMA 1. Para todo arcoI" con L(T") < N1/2 se tiene

I'yr = 1'2,1«.

DEMOSTRACION:

En efecto, sea £ = a:+y\/a > v/ N por estar en el primer cuadrante. Entonces,

si {&, u€} estéan en T para alguna unidad p, se tiene

73 puE —§&
=—=1
Y

108; ¢ = 5 (mod 8), v € es la unidad fundamental de A entonces en 3%, k € Z no intervienen
semienteros.

<1+ N2

118j el arco I' no estuviese en el primer cuadrante, definimos L(I') = L(T) donde T es el arco
simétrico a I y contenido en el primer cuadrante.
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mientras que, por otro lado > ¢ > 1+ v/d. Uniendo ambas desigualdades,
deducimos el resultado. Si I' no estuviese completamente contenido en ningtin
cuadrante, un razonamiento similar nos llevaria de nuevo al mismo resultado,
salvo constantes.

Asi, en arcos de longitud menor que N/2, sélo tendremos que preocuparnos

de representaciones no relacionadas.

§ 2 Demostracién del Teorema 3.1

Sea la factorizacién de IV en niimeros primos

N=IT & II = II #"
()= (#)= (%)=
donde el primer producto recorre los primos g; tales que d no es residuo cuadra-
tico, el segundo es sobre los primos que dividen a d, y el dltimo sobre aquellos

tal que d es residuo cuadrético, hecho que representamos mediante el simbolo

de Legendre.
Supongamos que N tiene una representacién z + yv/d en la hipérbola. Con-

siderando ideales en el anillo de enteros A se obtiene
<ztyVd><z—yVd>=<N>= [[ <q¢>% [ RY [] #3ie%,
()= () ()
. . d 2
ya que < g > es primo siempre que E =-Ly<p>=pip,0<r>=TR

cuando (—) =10 (——) = 0 respectivamente. Ademéds se cumple la ecuacién
P T

de normas
N(< z+yVd>)=N(<z—yvd >) = N,

de donde se deduce
<zt+yvd>= H < g; >Pil? H R‘;" H prpss 7,
(i):—-l (.‘1..) =0 (_d_)=1
1 Ti Pj
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para algunos 0 < v; < .
Observamos en primer lugar que si Ty(N) > 1 entonces los B tienen que
ser pares. Ademss, si R; € E,;), ¥ ©j1 € E,(;), donde Ey,--- ,E}p son los

elementos del grupo de clases de A, entonces p; 2 € Eu_é) y tiene que cumplirse

31) [0 2005 = B

ya que el ideal HR? go;/’l pz’é_” debe ser principal. De esta forma, hemos en-
contrado una correspondencia entre las representaciones de N no relacionadas,
y conjuntos de enteros y; menores que o; y que cumplen (3.1). De hecho, dados
ciertos y; en esas condiciones, hemos encontrado una representacién, no sélo de
N, sino de algin divisor suyo, hecho que veremos mas adelante.

Supongamos que hay k + 1 representaciones de IV en un arco I'. La diferen-
cia entre representaciones distintas de N, y por tanto la longitud de T, estars
acotada inferiormente por el tamafio de los ”comunes divisores” que tengan las
representaciones. Intentaremos encontrar factores comunes gracias a nuestra
correspondencia con los conjuntos de exponentes {+;}.

Consideramos los elementos del grupo de clase

Yi,1—Y3,s
IIE ™,

donde los v, ; corresponden al primo j-ésimo de la i-ésima representacién. Ele-

vando al cuadrado

(IIEs ) = (B B ~) (T B )™

=E1,

por tanto, todos los elementos considerados son de orden 2. Si llamamos hs al
numero de elementos del grupo de clase de orden menor o igual que 2, habrs
al menos C; = [m/hy] + 1 elementos de los anteriores, donde [z] es el mayor
entero menor que r, que son iguales, o en otras palabras, "dividiendo” ambos

elementos da la identidad, es decir
(3:2) B | 0Tt
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para todos los 1 < {,s < C}, (quizd ordenando las representaciones convenien-

temente). Sean £;,£, dos representaciones tal que se cumple (3.2). Entonces,

covuliz= TI <ot 1 75 ] daeit™
()= ()= ()=
=< I qf"/2> 11 'R‘;j I1 B (.%5.) 0y —max(%s.0%5)

()= ()~ ()

Pis=wi (s =500 15,0 =%l — (5, =75.0)
2

S | ’ ZD

d |\

=T11,13.

Analogamente, encontramos para &;

<z +yVd>= LI,

donde Z;Z; ! € Ey. Ademés, Z; es principal, y por (3.2) Z3 también lo es, de lo

que concluimos que Z, es principal, y

< Ty + Y Vd >= < (g + 5 V) (051 + b V) >
<z 4yVd>=< (uss + vs,l\/g)(as,l - bs,z\/a) > .

donde
(33) N(< asi+ bs’l\/c_i >) —_ Hp-[i”/j,s"')'j.llv

Ahora bien, si dos ideales principales son iguales, sus representantes estan rela-

cionados, de donde deducimos que existe un entero d ;, tal que!?

(3.4) g% (asy — bs,l\/g)(:ns + y,Vd) = (asi+ bs,l\/a)(le + yVd),

. Yi,s ™3, , .
12pudiera ser que ag; + bs ;vd represente — i =vial o cuyo caso deberfamos repetir
RS s,l f ’

el argumento sustituyendo a,; — bs,l\/E por —(as,; — st\/E).
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Ademas, podemos escoger |0, ;| < 1, ya que en caso contrario, elegirfamos el rep-
resentante a, ; +bs,l\/a = s[‘ssv‘/gl(as,l +bs,z\/3), siendo en este caso su conjugado
a1 — bsyVd = et/ (a, , — b, 1V/d).

Para terminar la prueba, necesitamos que la funcidén J; ;, se haga cero las mas
veces posibles. Vamos a ver que al menos de cada tres valores uno es cero. Para
ello veremos que, para todo 1 < {7,1,s} < C1, ;s + 851 — 8;1 es par. En efecto,
si multiplicamos (3.4) por (ai s + b «V/d)(a:; + b; 1v/d) obtenemos

% (agy — bs V) (i + bigVd)e (ass — by sVd) (z: + yiVd) =
=% (agy — bs V) (aig + bigVd)(ai s + b; s Vd) (s + ysVd)
=(asy + bs g Vd)(ai,s + bisVd)(aig + bigVad)(z + yivVd)
=(as1 + bs V) (a5 + bi s V)T (ai g — b Vd)(z; + y:V4d),

donde hemos usado varias veces (3.4). De esta forma, hemos conseguido un
elemento u + vvd = (as — bs,z\/g)(ai,l + bi,l\/a)(a,;,s — b; v/ d), tal que

PRINE LTS (u + ,U\/E) = u — vV d.

Por otra parte, multiplicando ideales,
< U + /U\/E > H(pj lpj2)I7j,l_'7j,s|+l7j,i—7jysI+|7j,i_7j,ll =<r >,

donde r € Z. Por tanto, existe un entero k tal que (u 4+ vvd) = €*r, o de otra

forma,
ghoutdiomdinthy — o _y/d =™y

que sélo es posible si 8, ; + 8; s — ;1 = 2k.

Ordenemos los valores 6, ; de forma que 6;;, = 0si 2 <1<y, y |61y =15l
lo <1< C;. Entonces §,; = 0 tanto para los 1 < {s,1} <y asi como para los
lo < {s,1} < Cy. Como max{ly,C; — lo} > [glé‘_';'] + 1 = (5, observamos que,
ds1 = 0 al menos para (6;2) pares {s,l}. En esos casos, podemos escribir (3.4)

como
zs+ ys\/a _ Asy + bs,l\/a

z; + yl\/a - Qs,l — bs,l\/g'
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En primer lugar, como ambas representaciones estan en I', se tiene!3

zs + ysVd 14 (%5 + ysVd) — (21 + V)

- <1+ L(D)N~Y2,
o +yVd z1+yivd (T
Por otra parte, por (3.3), se tiene'*

i,s =il 1v5,8 =751

_;
asl+bsl\/—>Hp 2 ’ 0<a'3l'—bsl\/—<]:[p .

Ahora bien, como a,; + bs,l\/a # Qs — bs,n/z la desigualdad es estricta, y por

ser as 1, bs ; nimeros enteros, deducimos

'vJs i1l

a'sl+bsl\/_>Hp] +\/a.
Uniendo las dos ultimas desigualdades obtenemos
i ysal
LT)NY2 > Vd] ] p; P

Multiplicando las desigualdades andlogas de los (022) pares con dg; = 0 nos

queda,

'71,3_'72',11

(3.5) (L(P)N—1/2)( > KH Zl<s<l<02 2

para cierta constante K que depende de d. Ahora bien, el maximo de
21<s<i<C, [Vis — V4l se alcanza cuando la mitad de los 7, son cero, y la

otra mitad «;, y en ese caso

Y s = vial = 25[C2/2(Ce — [C2/2])

1<s<I<C

Sustituyendo en (3.5), y utilizando [] p?j < N obtenemos el resultado de la

primera parte del teorema.

130bservar que la cota serd mejor, dependiendo de lo lejos que esté el arco I' del centro de la
hipérbola, pues z; + y;vVd > /n.
14 Quiz4 fuera necesario considerar la fraccién inversa, (z; + y;vd)/(zs + ys Vd)
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Para mejorar nuestra cota, suponemos que estamos en las hipétesis de la
parte b) del teorema. En tal caso, existe un entero positivo {|d?, | # m? que
es representable por la hipérbola. Esto es cierto, ya que para dy > 0y d|d, se
tiene o bien z2 — dy? = dy, o 2 — dy? = —d;, en cuyo caso (dy)? — dz® = dyd.

Ahora bien, para todo p|! entonces p|d, luego < I > es completamente rami-
ficado en A, por tanto existe un ideal £ de A tal que < ! >= L2, mientras que

por ser representable

<z+yvd><z—yvd>=<l>= L2,

para algin par (z,y). Tomando normas en la igualdad anterior obtenemos,
N(< z4+yvVd >) = N(< £ —yVd >) = 1, luego < z+yVd >=< z—yVd >= L.
Por tanto existe una unidad g tal que (z + yvd) = p(z — yvd) y de nuevo
podemos suponer y = ¢, la unidad fundamental, razonando como en (3.4), ya
que z + yvd # z — yv/d por no ser | un cuadrado perfecto. Para terminar
el razonamiento, no hay mas que multiplicar (3.4) por = — y\/c? siempre que
851 = 1, obteniendo quizd para un nuevo as; + bs,l\/c—i, y para todos los (021)

pares s,/

Ts+ ys\/E — sl + bs,l\/a
ai+yvd  asy—bgVd

donde en algunos casos N(< a5y + bs vVd >) = I]] pg-”'”_'”"l. El resto del

razonamiento es andlogo y concluye la parte b) del teorema.

Observacion: Por ltimo, notar que este truco utilizado para mejorar el resul-
tado en el teorema, puede ser utilizado para encontrar unidades en el anillo de
enteros A. Asf, supongamos que tenemos una solucién no trivial a, z2 —dy? = n,
con 7 tal que p|n implica p|d, entonces, n ramifica completamente, y deducimos

que

(3.6) z +yVd = p(z —yvd)
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con lo que hemos encontrado p, una unidad del anillo A. Ademés, si encontramos
el menor z + y\/c_l > \/n que representa a un cierto n # m?2 en esas condiciones,
entonces hemos encontrado la unidad fundamental del anillo, ya que si en (3.6),
p =2+l k> 1, consideramos u + vVd = £~ *(z + yv/d) < z + yV/d, mientras
que por (3.6) u + vVd = e(u — vvd) y por tanto u + vvd > /n con lo que

llegamos a una contradiccion.
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