ISOGENIAS.

1 Notacidén.

Sea K un cuerpo, y K una clausura algebraica fija. (K es el cuerpo formado
por todos los elementos algebraicos sobre K). Como es habitual el plano proyec-
tivo se define como las ternas de K, médulo aquellas que son proporcionales.
Concretamente

P2 = {[X,Y,Z] € K* —[0,0,0]} / ~

de forma que [X,Y, Z] ~ [X1,Y1, Z1] si existe A € K tal que X = AX;, Y = \Y7,
Z = A\Zy. Si Z # 0, entonces ambos cocientes, % =xy % = y, estan bien
definidos dentro de la misma clase de equivalencia, por lo que podemos escribir
P2 = A2UP!, donde A% = {(z,y) € K es el plano afin y P! = {P € P? : Z =0}
se conoce como recta del infinito. Cuando un conjunto esté descrito en términos
de las variables X, Y, Z diremos que estd en coordenadas homogeneas. Por
otro lado las variables x e y seran las coordenadas afines del conjunto. En este
contexto se hace la siguiente definicién.

Definicién 1. Una curva eliptica es un subconjunto de P? descrito como el
lugar de ceros de un polinomio homogéneo cibico no singular.

E={PcP?: F(P)=0} donde
(1) F(X,Y,Z))=2ZY*+ a1 XYZ +a3YZ? — X> —ay X*7 — ay X Z* — aZ*

Obsérvese que, a pesar de que no esta bien definido el valor de un polinomio
sobre puntos de P2, si que tiene perfecto sentido determinar aquellos puntos que
lo anulan. Ahora bien, el tinico punto de la recta del infinito que es solucién
de (1) es el punto O = [0, 1, 0], es decir, salvo el punto O toda la curva eliptica
se encuentra en la parte afin A? del plano proyectivo, por lo que es suficiente
describirla en coordenadas afines.

Definicién 2. Una curva eliptica E es el subconjunto de A? dado por

E={(z,y) € A* : f(z,y) =0} U{O}, donde

(2) f(z,y) = Y2 + a1y + azy — ° — agz® — asx — ag
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aparece al deshomogeneizar el polinomio F[X,Y,Z]. En este contexto, para que
la curva sea no singular, se ha de tener (%, g—i)p # (0,0) en todo punto P € E.
A las ecuaciones del estilo (1) o (2) se conocen como ecuaciones de Weierstrass
de la curva E, y se suele utilizar la notacion E = [a1, a3, az, a4, ag).

Definicion 3. Se dice que la curva E estd definida sobre L, un cuerpo extension
de K, si a; € L para todo i. En ese caso se escribe E /L.

La ecuacién de Weierstrass que define una determinada curva no es tnica ya
que, si cambiamos = por x + 1 en (2), nos dard otra ecuacién que describe el
mismo conjunto de puntos, salvo que trasladados una unidad. En este sentido
es posible demostrar lo siguiente

Teorema 1. Los unicos cambios de variable que mantienen el punto {O} fijo
y mandan una ecuacion de Weiertrass E = [a1,as,a9,a4,a6] en otra E' =
[a},ak, ab,a), a5] son de la forma

v E— E
(z,y) — (2 y),

tal que

r=u’z +r

y = udy + suz’ +t,

conu,r,s,t € K yu#0.
Demostracién. [Sil, Prop. 3.1, pag. 63]

Definiciéon 4. Dos curvas elipticas E, E' son isomorfas, E ~ E’, si existe un
isomorfismo, ( o cambio de variable), (x,y) como en el Teorema 1 que las
relaciona. St u,r,s,t € K se dice que i esta definido sobre K, o también que
las curvas son isomorfas sobre K.

Teniendo en cuenta que el cambio de variable viene descrito por polinomios
lineales, es facil ver el aspecto de los coeficientes de la curva E’ en términos de
FE y las variables u, r, s,t. Concretamente,
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Lema 1. Sean

by = af + 4as,

by = 2a4 + ajas,

be = a3 + 4ag,

bg = a%aG + 4azae — arazay + a2a§ — Qy,
cy = b3 — 24by, y

A = —b3bs — 8b3 — 27b3 + 9bababs,
j=ci/A

Entonces

/
ua; = aj + 2s,
u?aly = ay — saj + 3r — 52,

ulal = az +raj + 2t,

u'aly = ay — sas + 2ras — (t +rs)ay + 3r? — 2st,
ulag = ag + ras +ras + 1 —tag — t* — rtas,
utd), = ¢y,

u?A = A

j'=J

Las dos cantidades definidas anteriormente, A y 7, son de extrema importan-
cia en la curva eliptica. Por un lado el discriminante A nos permite decidir si
la curva es singular cuando éste es igual cero. Por otro, si dos curvas elipticas
son isomorfas, entonces tienen el mismo invariante j. De hecho esta condiciéon
es suficiente.

Teorema 2. E ~ E' siy solo si j = 7.
Demostracidn. [Sil, Prop. 1.4, pag. 50]

Asi pues, se pueden utilizar cambios de variable para reducir al maximo las
ecuaciones que definen a una curva eliptica. En concreto se puede demostrar

Lema 2. Toda curva eliptica E/K es isomorfa a una de las que aparecen en la
siguiente tabla.
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A = —a3ag,j = AJad

char(K) = 2

A:flé?jzo y? +asy = 2% + asx + ag
A =ag,j = 1/ag Y+ xy = x° + aax” + ag
Char(K):?) 2 3

A = alag,j =0 T T
char(K) =3

y2 = g3 +a2x2 + ag

char(K) # 2,3
A= —432a2,j =0

y? = 2° + ag

char(K) # 2,3
A = —16(4a3 + 27a3)
j = —1728(4a4)3/A

y? = 2% + ayx + ag

Tabla 1. Modelos de Weierstrass reducidos de curvas elipticas.

Observese que en este caso el isomorfismo estara definido sobre el mismo
cuerpo K, lo que permite mantener tanto la estructura geométrica de E, como
el caracter algebraico de cada uno de los puntos de la curva. En este sentido
es importante observar que, independientemente del cuerpo de definicién, una
curva eliptica es un conjunto infinito de puntos, ya que viene definida como los
ceros de un polinomio en dos variables en un cuerpo algebraicamente cerrado.
Lo que nos interesa es estudiar el subconjunto de puntos K-racionales

Problema. FEstudiar el numero de puntos K -racionales de una curva eliptica

E/K definida sobre K,

E(K)={P€E : (z,y) € K*}U{0}.

Es bien sabido que, dada una curva eliptica F/K, y una extensiéon de K, L,
entonces E(L) tiene estructura de grupo conmutativo con neutro el punto O y
operacién dada mediante las siguientes ecuaciones polinémicas dependiendo de

la caracteristica del cuerpo.
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2
(':har(I;) =2 T3 = (%) + 1 + 22
J=0P7q ys = LI () + 23) + 1 + a3
CE4 a2
char(K) = 2 T3 = 1;; *
P I ,132
J=0P=0 Yz = 1+4($1+$3)+yl+a3
(.:haro([;) =2 T3 = (gﬁigi) + giizz + 21+ 2o + as
J70P7Q ys = LI (1) + a3) + 1 + 23
char(K) = 2 -T3—£E1+971
j#OaP:Q y3:$%+($1+z—1)$3+$3
2
gharélg =3 3 = <gi_zz> — 1 — 2
j=0r#Q y— (a2 =) s
char(K) =3 < ) — 221
char(K) =3 T3 = (gi_?ﬁ — a9 — T — X9
j 7é O,P 7é Q Y3 = _y2_y1x _ Y1x2—Y2T1
To—XT1 To—T1
char(K) =3 T3 = %—ag—Zrl
J#0,P=0Q ys = —x3 2t — ws*a;;idaﬁ
2
char(K) # 2,3 T3 = (%) — T — To
P#Q ys = LU (1) — 2) —
2 2
char(K) # 2,3 r3 = <3m21%> — 2z
P= .
@ yszgmzl%(m—xs)—m

Tabla 2. Ecuaciones de la suma en una curva eliptica.

En el caso de que K = F,, ¢ = p”, sea un cuerpo finito, entonces E(K) es
un grupo finito con, como mucho, #A?(K) + 1 = ¢®> + 1 elementos. De hecho,
es facil obtener una cota mas aproximada al verdadero nimero de puntos de
la curva sobre F,. Efectivamente, Supongamos que la curva estd definida por
una ecuacién del estilo y? = f(z). Entonces, dado = € F,, si f(z) # 0 habré o
bien dos soluciones, o ninguna, y cada uno de los casos ocurrird mas o menos la
mitad de las veces. Por otra parte f(z) = 0 exactamente en tres ocasiones pues
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es no singular. Anadiendo el punto del infinito tenemos
-3
#E(F,) zZ(qT)—H’)—i—l:q—Fl.
De hecho, el error cometido en esta aproximacién se puede acotar gracias a la
desigualdad de Hasse

Teorema 3. (Desigualdad de Hasse) Dada E/F,, entonces
[#E(F,) —q—1] <2/q.

Demostracion. [Sil, Teo. 1.1, pag. 131]

2 Definiciéon y Ejemplos de isogenias.

Asi pues, el problema consiste en calcular el error exacto que se comente en
la aproximacién de Hasse. Ahora bien, si tenemos un conjunto finito, una forma
posible de calcular su cardinal es a traves de las aplicaciones del conjunto en si
mismo. De esta forma, un conjunto de cardinal 1 solamente puede tener una
aplicacion en si mismo. Si ademds el conjunto tiene cierta estructura, lo que
nos interesard es entender aquellas aplicaciones que conservan la estructura. En
general, las aplicaciones entre curvas elipticas que conservan la estructra se les
llama isogenias, es decir, homomorfismos de grupo definidos de forma algebraica.

Definicién 5. Sean Ei/K, FE3/K curvas elipticas definidas por Fy[X,Y,Z] y
F5[X,Y, Z] respectivamente. Una isogenia ¢ : Ei — FEs es una aplicacion
racional, es decir, o([X,Y,Z]) = [p1,v2,¢3], tal que para i = 1,2,3, ¢; €
K[X,Y,Z]/F[X,Y,Z] son homogéneos del mismo grado con ¢; # F1G para
algin i, y para todo G € K[X,Y, Z] homogeneo, y que cumple

i) Si P € Ey entonces p(P) € Es,

i) (P +Q) = ¢(P)+¢(Q)

Ejemplo 1. Sea m € Z. La aplicacién [m] : E — E, multiplicar por m, es
una isogenia. Observese que trivialmente es un homomorfismo, ya que F es un
grupo conmutativo. Por otro lado, que la aplicacion es racional se deduce de la
Tabla 2 escribiendo m en base 2. Por dltimo si P € E claramente mP € E por
definiciéon de grupo.

Definicién 6. Las isogenias con imagen la misma curva origen se llaman en-
domorfismos y se denotan por End(E).

Es interesante observar que dos enteros m # m’ dan isogenias distintas. Con
lo que, en particular, deducimos que End(E) es un conjunto infinito y que
7Z CEnd(F). Para ello, restando m — m’, basta observar que ningun entero
produce la isogenia constante.
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Proposicién 1. Sea E una curva eliptica. Entonces [m] es una isogenia no
constante.

Demostracion. [Sil. Prop. 4.2, pag. 71|

Es un hecho basico que cualquier homomorfismo de grupos manda el neutro
al neutro. Una propiedad de extrema importancia en las aplicaciones racionales
entre curvas elipticas es que esta, en realidad, es una condicion suficiente.

Proposicion 2. Sea ¢ : E1 — FE5 una aplicacion racional tal que ¢(O) = (O).
Entonces es una isogenia.

Para la demostracion nos hara falta establecer un lema previo. Dada una
una curva eliptica E consideramos el grupo Pic?(E) = " n; P; con la operacién
natural de suma, formado por sumas finitas con n; € Z, P; € E, mdédulo la
relacién de equivalencia > n;P; = 0 siy solo si Y [n;|P; = O.

Lema 3. E ~Pic°(E) donde el isomorfismo i viene dado por i(P) = P — O.

Demostracion. La aplicacion es inyectiva de forma trivial. Por otro lado si
P =3 n;P; €Pic’(E), entonces, Q = Y. [n;]P; € Ey i(Q) =Q — O = P, por lo
que la aplicacién es sobreyectiva. Que efectivamente i es un homomorfismo se
deduce de la definicion.

Demostracion de la Proposicion 2. Lo tnico que debemos demostrar es que
si la aplicacién manda O en O entonces es un homomorfismo. Ahora bien,
toda aplicaién racional ¢ : E; — FE5 en estas condiciones induce trivialmente
un homomorfismo de grupos @, : Pic®(E;) — Pic?(Es) tal que o(>.n;P;) =
> n;p(P;). De esta forma, si ¢(O) = O, entonces el diagrama

By — Pic%(E,)

o] |-

By —2— Pic%(E»)

es conmutativo. Teniendo en cuenta que iy, i2, y ¢« son homomorfismos y is es
inyectivo se obtiene el resultado.

La proposicién anterior nos permite, por un lado, comprobar mas facilmente
si cierta aplicacién racional es una isogenia, ya que evitamos la condicion i) de
la definicién. Por otro lado, teniendo en cuenta que el neutro es el inico punto
del infinito de la curva eliptica, basta describir una isogenia en la parte afin
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del plano proyectivo con lo cual la isogenia queda @([X,Y, Z]) = &([z,y,1]) =
o(z,y) con p(z,y) = [p1(x,y), p2(z,y), ¢3(x,y)], una 3-upla de polinomios en
Klx,y]/f(z,y). Si ademéds nos restringimos al conjunto ps(x,y) # 0 entonces,
dividiendo por la tercera coordenada, queda

_ ez y) aay) (], .
go(.r,y)— sos(x,y)’s%(x,y)’l _((bl( 7y)a¢2( >y))'

De esta forma, podemos reformular nuestra definicién de isogenia de la siguiente
manera. Dada una curva eliptica F/K definida mediante un polinomio f(x,y),
llamaremos K (E) como el cuerpo de fracciones de Klz,y]/f(z,y). K(E) se
define andlogamente como el subconjunto de fracciones de K (E) con coeficientes
en el cuerpo K.

Definicién 7. Sean F1/K, Es/K curvas elipticas definidas mediante fi(x,y)
Y fg(ﬁy) respectivamente. Una isogenia es una pareja ¢(x,y) = (¢1,d2), con
¢, € K(F), i=1,2, que cumple
i) Si P € Ey entonces p(P) € Es.
Si ¢i(x,y) € K(E) parai = 1,2, entonces se dice que la isogenia estd definida
sobre K.

A las isogenias dadas mediante la definicién anterior las llamaremos isogenias
afines. Obsérvese que la aplicacion no estard bien definida alli donde se anule el
denominador. Ahora bien, esto ocurre exactamente en los ceros del polinomio
ws3(x,y) en la curva Ej. Por otro lado, como por definicién de isogenia se
tiene que [p1(x,y), p2(z,y), p3(z,y)] es un punto en Es, p3(x,y) se hard cero
solamente cuando la imagen sea el punto del infinito en la curva Es. Dicho de
otra forma, los puntos no definidos mediante la Definicion 6 son exactamente
aquellos que van a parar al elemento neutro en Fs, es decir, el nucleo de la
isogenia. Resumiendo

Observacion 1. FEl nucleo de la isogenia viene determinado por los ceros de un
polinomio.

Esta caracterizacion nos permite encontrar nuestro segundo ejemplo trivial
de isogenia en los isomorfismos del Teorema 1. Teniendo en cuenta ademés que
es una aplicacion biyectiva se tiene

Proposicion 3. Sea i) : By — E5 un isomorfismo de curvas elipticas. Entonces
Y es una isogenia, que es un isomorfismo de grupos.

Es importante observar que, en este caso, la isogenia afin viene dada por
polinomios, por tanto el denominador no se anula nunca, es decir, el nucleo de
la isogenia es trivial.
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Si tenemos en cuenta la propia definicion de nuestra curva, se pueden en-
contrar ejemplos mas generales de isogenias de curvas elipticas. En particular
es facil ver que las curvas F; = y?> = 23 + Bz v Fy = y?> = 23 — 482 son
iségenas mediante la aplicacién ¢(z,y) = (y*/2%,y(8—x?) /22, si (x,y) # (0,0),
#(0,0) = O. Efectivamente, lo inico que debemos demostrar es que si P € Ey,
entonces ¢(P) € F5. Ahora bien, si P = (z,y) € E1, entonces trivialmente

(2 = B)* = (a* + B)* — 4Ba” = fc—z —4p2”.

Multiplicando por y?/z* queda

(52) = (5) - (%),

con lo que ¢(P) es un punto de Fy como queriamos ver. Obsérvese que, en este
caso, el denominador de la isogenia se anula cuando x = 0. Los tnicos puntos
de E; con primera coordenada cero son O y el (0,0) que forman el nucleo de la
isogenia.

En general, dada una curva de ecuacién® y? = 23 + az? + Bz, se tiene que
y? — ax? = 23 + Bz, con lo que se puede utilizar el mismo truco de antes,

completando cuadrados, para demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 4. Sea ¢(z,y) = (y2/2%,y(B — 22)/2?) si x # 0, ¢(0,0) = O.
Entonces ¢ es una isogenia entre las curvas elipticas By = y? = 2 + ax? + Pz,
y By = y? = 2% — 2a2? + (o — 48)z, con nucleo < O, (0,0) >.

Esta isogenia esta en el centro del método AGM para contar puntos de curvas
elipticas, por lo que serd interesante hacer hincapie en una serie de propiedades
importantes. En primer lugar obsérvese que la curva imagen Fs es en realidad
del mismo estilo que F;. En este sentido basta componer con un isomorfismo
en la curva Fy para poner de manifiesto esta simetria en el proceso anterior.
Concretamente, si escribimos el polinomio fi(r) = 2% + az? + Bz en términos
de sus raices de la forma f(z) = z(x — a®)(z — b?), Ey quedard definida medi-
ante fo(r) = 23 + 2(a® + b2)2? + (a® — b?)%2. Es suficiente ahora “trasladar”
la coordenada x para obtener la siguiente proposiciéon. En el enunciado usare-
mos la misma notacién introducida anteriormente. Ademas, dados a,b € K,
llamaremos a1 = (a + b)/2, by = Vab, a sus medias aritmética y geométrica
respectivamente.

1Es facil ver que cualquier curva eliptica E/K, char(K) # 2, con un punto de 2-torsién
definido sobre K, tiene una ecuacién de este estilo.
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Proposicién 5. Consideramos el cambio de variable en Es dado por ¢ (x,y) =
(x/4 + a3, —y/8). Entonces si E,p = y* = xz(x — a?)(z — b?), se tiene que la
aplicacion AGM =1 o ¢: E,p — Eq4, p, dada por

Y’ —y(a®b? — 2?)

_ 2
AGM(:an) _(@_Falv_ Q2

)7

€S UNG 1S0geNLQ.

De hecho veremos que la isogenia AGM es la mas sencilla que existe entre dos
curvas del estilo E, 3, E. 4, salvo en el caso de que éstas sean en realidad curvas
isomorfas. No hay mas que observar las ecuaciones de las curvas y de sus j
invariantes respectivos para determinar en que casos se obtiene un isomorfismo.

Observacién 2. E,;, ~ E. 4 si y solo si el isomorfismo es del estilo Y(x,y) =

2x,uy) con u? = Zzi%z y, o bien (%)2 = (g)Q, 0 (%)2 (%)2.

(u

Es conveniente resaltar que la aplicacion AGM se ha definido como com-
posicion de isogenias. Es sin embargo un hecho trivial que en general la com-
posicion de isogenias define una isogenia, lo que serda de extrema importancia
para el desarrollo posterior de la teoria.

Lema 4. Sean ¢ : E1 — FEs y ¢ : E5 — E3 isogenias de curvas elipticas.
Entonces ¢ 0 ¢p1 : E1 — F3 es también una isogenia.

Demostracion. Trivial

Por tdltimo si nos fijamos en las ecuaciones de AGM, vemos que, para que
esté bien definida, debemos imponer que la caracteristica del cuerpo sea distinta
de 2 ya que aparece un 2 en el denominador de sus ecuaciones.

A parte del fenémeno descrito anteriormente, las isogenias que han aparecido
hasta ahora estan definidas, de forma genérica, independientemente de la car-
acteristica del cuerpo. Si nos restringimos a caracteristica positiva, aparece una
nueva isogenia determinante a la hora de hacer el recuento de puntos de una
curva eliptica sobre cuerpos finitos. Concretamente, sea K = [, el cuerpo de
g = p" elementos, con p un ndmero primo, y sea E/F, una curva eliptica.

Proposicién 6. Las curvas E = [a1, a3, a2,a4,a6] y o(E) = [a},db, db, dl, af)]
son isogenas mediante la aplicacion

F,:E — o(E)
(@,y) — (@, 9"),

denominada pequeno Frobenius.
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Demostracion. Una simple aplicacién del binomio de Newton en caracteristica
p nos permite deducir

2

(y2 + a1zy + asy — 25 — asx? — agxr — ag)?

= (y")? + ajzPy? + afy” — (aF)® — ab(aP)? — afja? — ag,

por tanto, es inmediato observar que si P € E, F,(P) € o(E).

Observese ademas que, como la aplicacién se define mediante polinomios, el
nucleo de la isogenia es el trivial.

Iterando el pequeno Frobenius se obtiene una cadena de curvas isogenas
E —o(E)— o*(E)---0"(E) — ---

en donde 0" (E) = [a? ,aZ ,a ,a® ,al'], con las aplicaciones Fyr : E — 0" (E)
tal que Fyr(z,y) = (zP",yP"). Bs facil ver que este proceso es en realidad ciclico
de longitud n, es decir,

Proposiciéon 7. ¢"(F) = E, y la aplicacion definida de la siguiente forma

F.:FE— o"(E)
(z,y) — (29,y7),

es un endomorfimos de curvas elipticas, llamado endomorfismo de Frobenius.

Demostracion. La demostraciéon se basa en una caracterizacion apropiada de
los elementos en un cuerpo finito. Es bien conocido que el cuerpo finito de
q elementos se puede obtener como la extension F,[a] donde a es una raiz
de un polinomio irreducible sobre F, de grado n, o también como cuerpo de
descomposicion del polinomio x? —x sobre F),. En particular un elemento x € Fp
esta en [Fy si y sélo si cumple 29 — z = 0. Teniendo en cuenta la ecuaciéon de
o™ (E) observamos que, efectivamente, es un endomorfismo.

Esta caracterizacién de los elementos de F, servird de forma decisiva a la
hora de hacer el recuento de puntos. Efectivamente, teniendo en cuenta las
ecuaciones del endomorfismo de Frobenius, de forma inmediata obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 4. Sea E/F,. Entonces #E(F,) = #Ker(1 — Fr), donde 1 es el
endomorfismo identidad.
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Demostracion. Observese que dos puntos son iguales si y sélo si tienen las mis-
mas coordenadas, por tanto P € Ker(l — Fr) si y sblo si z = %,y = y9, es
decir, estd definido sobre F,.

Asi pues, el recuento de puntos de curvas elipticas sobre cuerpos finitos se
reduce a entender el nticleo de endomorfismos de la curva.

3 Nicleo

Definicién 8. Sea ¢ : Fy — FEy una isogenia de curvas elipticas. Entonces
Eh[¢] = Ker(¢) ={P € Ey : ¢(P) = O},

es el nicleo de la isogenia.

Ejemplo 2. Ya hemos visto que, en el caso de un isomorfismo 1, entonces
Ker(y) = O, E[AGM] =< 0,(0,0) >, y E[F,r] =< O >. En el caso de la
multiplicacién por un entero m, se puede demostrar que

Teorema 5. Sea E una curva eliptica, | un nimero primo. Entonces
1) Sil # charK, entonces E[l¢] ~ Z/I°7 X Z]I°Z para todo e = 1,2,. ...
2) Sil=p= char(K) entonces,
2.1 E[l°]|~ O, para todoe=1,2,..., o
2.2 E[l°] ~ Z/p°Z para todo e = 1,2,. ..

Demostracién. [Sil. Cor. 6.4, pag 89].

Entre las dos posibilidades en 2, la primera se da en un ntmero finito de
casos (Ver [Sil. pag 141]) que se comportan de manera singular en la teoria.
Este motivo nos lleva a hacer la siguiente definicién.

Definicién 9. Si E[p°] ~ O, es decir, no tiene p-torsion, entonces se dice que
la curva es supersingular

De entre las propiedades especiales de este tipo de curvas, quiza la que mas
debamos destacar en este momento es que es inmediato contar el niimero de
puntos de tales curvas sobre cuerpos finitos. Por ejemplo dada una curva super-
singular E/F, con p > 3, se tiene #E(F,) =p+ 1. (Ver [Sil. pag 145]).

Se puede deducir del Teorema 5 que, dado un entero m, existen m? puntos de
m-torsion, salvo que el entero no sea primo con la caracteristica del cuerpo de
definicion de la curva, en cuyo caso se reduce radicalmente el niimero de puntos
de la torsién correspondiente. A pesar de que la demostracion del teorema no
es necesaria para nuestros propositos, no es muy dificil dar una idea que nos
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permita explicar este fenémeno. En la Observacién 1 vimos que el nicleo de
una isogenia venia determinado por los ceros del polinomio s alli definido.
Supongamos por un momento que el polinomio fuese de una variable. Entonces
el cardinal del nucleo seria exactamente el grado del polinomio, salvo en el caso
de que éste tuviese raices repetidas. Ahora bien, un polinomio tiene una raiz
repetida cuando ésta también es raiz de su derivada. En caracteristica positiva
cualquier polinomio del estilo f(z) = g(«P) tiene todas sus raices comunes con
la derivada. En el caso de isogenias entre curvas elipticas se puede demostrar el
siguiente resultado.

Proposicién 8. Sean E, /F,, E3/F, curvas elipticas isogenas por ¢ : E1 — Es.
Entonces existe un v mazximal y una isogenia § tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

Eq —?, Es
Fpr\ /6
o"(En)

Se entiende que r es maximal cuando ¢ no se puede escribir como funcién de
(zP, yP).

Demostracion. [Sil. Cor. 2.12, pag. 30].
En este sentido se hace la siguiente definicion.

Definiciéon 10. Decimos que una isogenia es separable si v = 0. Sir > 0
entonces se dice inseparable y si ademds ¢ es un isomorfismo, entonces se dice
que ¢ es puramente inseparable.

Obsérvese que, en caso de que la isogenia sea inseparable, entonces para i =

1,2 se tiene (%ﬁi , %) = (0,0) lo que nos da un método practico de determinar

el caracter de una isogenia concreta. Se puede demostrar lo siguiente.

Ejemplo 3. La isogenia AGM es separable y, si E/F,, entonces El endomor-
fismo 1 — F'r es separable. Por otro lado veremos que [p| es inseparable mientras
que F. es puramente inseparable por definicién. En este ultimo caso § = 1.

En vista de lo anterior, y teniendo en cuenta que E[F),] = O, en nuestro
estudio del nucleo debemos distinguir la parte inseparable de la isogenia que no
aportara puntos nuevos al ntcleo de la isogenia composicién. En este sentido la
notacién siguiente es de gran utilidad.
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Definicion 11. En las condiciones de la Proposicion 8, se define el grado de la
isogenia como deg(¢p) = p"|Ker(d)|.

Ejemplo 4.
deg(F'r) = q vy, en general ,deg(F),r) =p".
deg(v) = 1 para todo isomorfismo.
deg(AGM) = 2 es consecuencia de que la isogenia es separable.
deg[m] = m?

Obsérvese que del ultimo ejemplo sélo hemos visto el caso en que (p,m) =1 en
el Teorema 5. El caso general lo demostraremos mas adelante en el Teorema 9.

Teniendo en cuenta que, dadas dos isogenias ¢1 : Fy — FEs, ¢o : E5 — Ej
entonces ker(¢1) C ker(¢s o ¢1), es facil convencerse? de que el grado es en
realidad una funcién multiplicativa respecto la composicion.

Lema 5. deg(¢1 o ¢2) = deg(¢p1) deg(op2)

Esta sencilla observacién nos permite demostrar un resultado que, sin em-
bargo, resulta bastante espectacular.

Teorema 6. Dos curvas elipticas E1/F, y E2/F, isdgenas sobre Fy tienen el
mismo numero de puntos F,-definidos.

Demostracion. La misma idea que en la demostracién de la Proposicién 6 nos
permite deducir que el siguiente diagrama es conmutativo

ElL F

17F7“J/ J/lfFr

E1 L EQ.

El resultado es consecuencia de la multiplicatividad del grado y el Teorema 4.

Como hemos mencionado, después de la Proposicién 8, el estudio del nicleo
de una isogenia se reduce a su parte separable que, a su vez, esta descrita como
los ceros de un polinomio. Intuitivamente estos ceros se pueden escoger con
completa libertad, con la tnica restriccién de que la isogenia vaya a parar a la
curva correspondiente. Esta flexibilidad nos permite demostrar un teorema de
gran importancia sobre isogenias entre curvas elipticas.

2ver Proposicién 9 mas adelante
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Teorema 7. Sea E una curva eliptica y ® < E un subgrupo finito. Entonces
existe una unica curva eliptica E' y una isogenia separable ¢ tal que ¢ : E — E’
cumple

Ker(¢) =&
Demostracion. [Sil. Prop. 4.12, pag. 78].

De hecho el teorema es explicito en el sentido de que se puede proporcionar, de
manera eficiente, ecuaciones tanto para la isogenia, como para la curva eliptica
E’. Es conveniente resaltar que estas férmulas, extensamente conocidas como
Férmulas de Velt, [Vel] en particular se encuentran implementadas en programas
de manipulacién simbolica como MAGMA.

Como corolario al teorema anterior se puede probar el siguiente resultado que
nos sera ttil en el desarrollo posterior de la teoria.

Corolario 1. Sea ¢ : Fy — E5 una isogenia separable y v : E1 — FEy tal que
Ker(¢) C Ker(vy). Entonces eziste A : Ea — E3 tal que v = X o ¢.

Es decir, es posible descomponer isogenias, a traves de su nucleo.
Demostraciéon. [Sil. Cor. 4.11, pag 76].

La isogenia A del corolario es justamente la obtenida por las férmulas de Velu
con Ker(A) = ¢(Ker(y)). Obsérvese que si ¢(P) = ¢(Q) con Q € Ker(vy),
entonces (P — Q) = O, con lo que P — @ € Ker(¢) C Ker(7y).

4 La isogenia dual.

Una de las caracteristicas mas importantes sobre isogenias de curvas elipticas
es el hecho de que, a pesar de que del Teorema 7 se sigue que pueden tener
nucleo tan grande como uno quiera, sin embargo, por ser aplicaciones suaves
entre objetos compactos, se puede demostrar el siguiente resultado®

Proposicion 9. Toda isogenia no constante es sobreyectiva.
Demostracion. [Sil. Teo. 2.3, pag. 24].

Entre otras cosas este resultado nos permite volver hacia atras en la isoge-
nia escogiendo alguna de las preimédgenes. Es posible demostrar que, en cierta
manera, existe una forma canoénica de volver para atras mediante una isogenia,
llamada isogenia dual.

3Una vez mas recuérdese que las curvas son conjuntos infinitos.
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Teorema 8. Sea ¢ : E1 — FEsy una isogenia de grado m. Entonces existe una
unica isogenia ¢ : Fo — FEq llamada isogenia dual tal que

~

¢o¢=[m].

Demostracidn. i) La isogenia es inica. Supongamos (5 y gﬁ’ dos isogenias con la
misma propiedad. Entonces (¢ — ¢') o ¢ = [m] — [m] = O, de donde se deduce
el resultado ya que ¢ es sobreyectiva.

ii) Dadas dos isogenias ¢ : By — Es y v : Ey — Fs de grados m y n
respectivamente, supongamos que existen (5, y 4. Entonces, teniendo en cuenta
que son homomorfismos de grupos se tiene

(§o@)o(pon)=Fo[mloy=7Foyo[m]=[nm],
con lo que (po~y) = 4Fo ngS Asi pues, teniendo en cuenta la Proposicién 8, es
suficiente demostrar el resultado para isogenias separables y para el pequeno
Frobenius F,. Ahora bien, si ¢ es separable |Ker(¢)| = m, con lo cual, te-
niendo en cuenta que el orden de un elemento divide al orden del grupo, se tiene
Ker(¢) C E[m|. El resultado es ahora consecuencia del Corolario 1. Para la
demostracién del caso F, ver [Sil. Teo. 6.1, pag. 84].

Casi de la propia definicién se deducen una serie de propiedades de la isogenia
dual que se recogen en el siguiente teorema.

Teorema 9. Sea ¢ : E1 — E5 una isogenia. Entonces

(a) Sim = deg(¢) entonces ¢ o ¢ = [m].
(b) Sea v : E5 — FEj5 otra isogenia. Entonces (¢po~y) =

) §oo.
(c) Sea \ : By — By otra isogenia. Entonces (¢ + \)" = ¢+ A.
(d)

(e)

[m]"= [m] y deg([m]) = m?.
deg () = deg(¢).
(f) ¢ =¢.

Demostracion. Salvo (c) todas son consecuencia sencilla de la defincién. Ver
[Sil. Teo. 6.2, pag. 86].

e

Ejemplo 5.
1)@[) =9~ ! para todo isomorfismo.
2)[m]" = [m].
3)Si (AGM)" : Eq, », — E,p, entonces

(AGMY (o) = (s o WE = i),

4)Fr = Ve (Verschiebung.)
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La primera es inmediata. 2) se recoge en el Teorema 9. 3) Se puede de-
ducir de forma sencilla mediante las féormulas de Veld, ya que es facil ver que
Ker(AGM) =< 0,(0,0) >. Por ultimo las ecuaciones concretas de la isoge-
nia Verschiebung se pueden obtener de aquellas de [p], por las definiciones del
pequeno Frobenius e isogenia dual.

En este punto es importante observar que el caracter separable de una isogenia
no es un invariante por dualidad. En el caso del Verschiebung se puede demostrar
lo siguiente.

Lema 6. Ve : 0(E) — E es separable si y solo si E es ordinaria.

Demostracion. Por definicién se tiene V.o F), = [p], por tanto Ker(Ve) ~ {0} <
Elpl = {0}

Esto nos permite obtener otra caracteristica importante de las curvas super-
singulares

Lema 7. Sea E/F, una curva eliptica supersingular. Entonces j(E) € F 2.

Demostracion. Si Ve es inseparable, por la Proposicion 8 descompone a traves
del Frobenius y, teniendo en cuenta el Teorema 9 (e), podemos comparar el
grado de las isogenias para obtener un diagrama como el siguiente

o(E) 2% E

N Sy
o?(E)

con 9 un isomorfismo. Por tanto, por el Teorema 2, j(FE) = j(0?(F)) = j(E)?,
en donde hemos utilizado la férmula explicita del invariante j en términos de los
coeficientes de la curva, (Lema 1), y las ecuaciones del Frobenius para la tltima
igualdad. El resultado se sigue de la caracterizacion de [Fj2 hecha después de la
Proposicién 7.

De entre las distintas aplicaciones que aparecen de la existencia de isogenia
dual, quiza una de las mas llamativas esta en las consecuencias que produce en
la estructura del conjunto de endomorfismos de una curva eliptica. Sea E/F,
una curva eliptica, y End(F) el conjunto de endomorfismos de la curva. La
primera observacién importante es que, en este caso, las isogenias se pueden
sumar de forma natural de forma que, si ¢1, ¢p2 €End(FE), entonces ¢ + ¢o(P) =
¢1(P) + ¢2(P). Es facil ver que la suma, junto con la composicién de isogenias,
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dotan al conjunto End(E) de estructura de anillo. La isogenia dual serd una
herramienta decisiva para determinar la estructura concreta de este anillo.

Ya hemos visto después de la Proposicin 1 que End(F) tiene estructura de Z
modulo. De hecho se puede ver que ademés es libre, integro y de caracteristica
0. (Para la demostracién ver [Sil. Prop. 4.2, pag 71]). Ahora bien, del Teorema
9 se deduce que " :End(F) —End(FE) es una antiinvolucién, lo cual restringe a
tres las posibles estructuras que puede adquirir End(FE). Concretamente, (Ver
[Sil. Teo. 9.3, pag. 100]), o bien es Z, o un orden en un cuerpo cuadrético
imaginario, o un orden en un algebra de cuaterniones sobre Q. En este sentido
es facil demostrar el siguiente resultado.

Lema 8. Sea E/F, una curva eliptica y End(E) su anillo de endomorfismos.
Entonces para toda ¢ €End(E) ezisten tr(¢), m(¢) € Z tal que ¢ es raiz del
polinomio de sequndo grado P[x] € Z[x], P(x) = 2% — tr(¢)x + m(9).

Demostracion. Sea d = deg(l + ¢), m(¢) = m = deg(¢) y tr(¢) = ¢ + ¢.
Entonces, por definicién de isogenia dual se tiene

(3) [d = (1+¢)o(1+¢)=1+1tr(¢) +[m],

con lo cual tr(¢) € Z. El resultado se concluye observando que ¢? — (¢ + QB)(p +
¢¢ = 0 trivialmente.

Definicién 12. A la isogenia ¢ + ¢ =tr(¢) se le llama traza de ¢.

El siguiente ejemplo es decisivo en el recuento de puntos de curvas eliptica
sobre cuerpos finitos.

Ejemplo 6. 1) Sustituyendo ¢ = —F'r en la identidad anterior (3), se obtiene

[tr (F'r)] = [deg(l — Fr) —q — 1].

~

2) tr(¢) = tr(¢).

Los anteriores resultados permiten determinar completamente la estructura
del anillo de endomorfismos de una curva eliptica. En el siguiente teorema
destacamos el caso en el que la curva esté definida sobre cuerpos de caracteristica
positiva.

Teorema 10. Sea E/F,. Entonces la inclusion End(E) es estricta, y E es
ordinaria si y solo si End(E) es un orden, Z[T], en un cuerpo cuadrdtico imag-
1mnarto.

Demostracion. [Sil. Teo. 3.1, pag. 137].
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Observacion 3. En las condiciones del teorema, si E es ordinaria, el operador
“:End(FE) —FEnd(E) corresponde a conjugacion en el orden correspondiente.

5 Leading coefficient

En este seccién vamos a utilizar el Ejemplo 6 para dar una férmula cerrada
del nimero de puntos de una curva eliptica en términos de la traza. La ventaja
es que ésta aparece de forma explicita en las ecuaciones de la isogenia, en lo que
se denomina el leading coefficient.

Dada una curva eliptica, el cuerpo K(F) introducido en la Definicién 7 se
denomina cuerpo de funciones de la curva eliptica. Se puede demostrar que el
anillo K (E)p = {§ . f,9 € K(E),g(P) # 0} es un anillo de valoracién discreta.
(Ver [Sil. Prop. 1.1, pag. 21]). Si P = O entonces el pardmetro local se puede
tomar como la funcién f = z/y, por lo que toda funcién en K(E)o se puede
desarrollar en serie de Taylor en potencias de f. Esto nos permite demostrar la
siguiente proposicion.

Proposicién 10. Sea E1/K, Ey/K curvas elipticas y ¢ = (¢1,¢2) : E1 — Es,
definida sobre K. Entonces existe A € K tal que

o1 T 2\’
d_\Ziol =2
®2 y+ (y) ’

como serie de potencias en .

<

Demostracion. Para una demostracién completa ver [Sil. Cap. 4, sec. 1]. Una
idea de porque no tiene término constante puede verse de la siguiente forma. En
coordenadas proyectivas la isogenia tiene la forma ¢ = [p1, 2, @3], de forma que
teniendo en cuenta p(0O) = O, se tiene que ¢1(0) = 0, p2(0) =1, p3(0) = 0,
con lo que 1/p5y es analitica alrededor de O, y ¢; tiene coeficiente constante 0.

. P11 ﬂ
El resultado se seguiria de que s = G

Definicién 13. Al coeficiente \ de la Proposicion 10 se le conoce como leading
coefficient de la isogenia ¢, y se denota lc(¢).

Ejemplo 7.

le(v) = u, para todo isomorfismo ¥ como en el Teorema 1.
le(AGM) =2; lc(AGM) = 1.
le(Fr) = 0.
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El segundo ejemplo se obtiene sin mas que desarrollar por Taylor las ecuaciones
explicitas dadas en la Proposicion 5 y el Ejemplo 5 respectivamente. Obsérvese
que, en este caso, se cumple lc(AGM )lc(AGM)" = 2, que coincide con el grado
de la isogenia. Este de hecho no es un caso aislado y, en general, se puede
demostrar lo siguiente.

Proposicion 11.

le(¢ o @) = le(9)lc(9),
lel1 + @) = le(¢n) + le(e2)

Demostracion. Las dos se pueden demostrar simplemente desarrollando por
Taylor las expresiones correspondientes. Sin embargo hay que notar que, en la
segunda, intervendran en el desarrollo las formulas explicitas para la operaciéon
suma en curvas elipticas.

Corolario 2.
a) le[m]=m
b) Si ¢ es separable de grado d, entonces lc(¢) = %.

Demostracion. La primera parte se demuestra facilmente por induccion ya que
lc(1) = 1 de forma trivial. Para la segunda aplicar la proposicion.

Corolario 3. Sea ¢ una isogenia separable. Entonces tr(¢p) = lc(¢) + %.

El anterior resultado nos permite reducir el cdlculo de puntos de una curva
eliptica al del leading coefficient de la isogenia Ve.

Teorema 11. Sea E/F, entonces #E(Fy) = lc(Ve) + o5 +a+ 1.

Demostracion. El resultado es consecuencia del Teorema 4, Ejemplo 3, Ejemplo
6, Teorema 9 (e), y Corolario 3.



