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Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias en dimension d = 1

1.1. Introduccidon

Este capitulo esta dedicado al estudio de la ecuacién diferencial ordinaria:

z(t)=ftz(), (1.1)

donde hemos utilizado la notacién & para denotar la derivada de la funcién z (¢)
respecto de t. Una solucién de es una funcién real x (t), derivable en un
intervalo de la recta real en el que satisface la relacion (|1.1)).

En general, posee un numero infinito de soluciones. Para constatarlo,
basta examinar la mas simple de las ecuaciones diferenciales:

z(t) = f(t), (1.2)

para, pongamos, f € C'(R). Si F (t) es una primitiva de f () — es decir F' (t) =
f (t) — entonces cualquier funcién

z(t)=F(t)+C, C >0,

es solucién de la ecuacién ([1.2)). No obstante, dados valores ¢y, zo € R existe una
tnica solucién que verifica x (tg) = o, concretamente:

x(t)=F(t)+xo— F ().

Asi, uno de los objetivos fundamentales de este curso serd estudiar las soluciones
del problema de valor inicial o problema de Cauchy:

{i(t)Zf(tw(t)),

x (to) = Xy,

(1.3)
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para f definida en un subconjunto de R x R a valores en R. El valor x( se conoce
como el dato inicial, mientras que nos referiremos a to como al instante inicial.

En general no es posible encontrar una férmula explicita para las soluciones de
(1.3) — siempre que exista al menos una. Por ello, es necesario estudiar dichas solu-
ciones de una forma indirecta, a partir de la propia ecuaciéon. Hay tres cuestiones
esenciales que han de ser tratadas prioritariamente.

1. Existencia de soluciones. Antes de poder hablar de soluciones, es nece-
sario saber que éstas existen. Como veremos més adelante, la existencia de
soluciones del problema de valor inicial esta intimamente relacionada
con la regularidad de la funcién f que define la ecuacién; en general, la con-
tinuidad de f garantiza que existe al menos una solucién del problema de
Cauchy.

2. Unicidad de soluciones. Pese a que la ecuacién diferencial puede
tener infinitas soluciones, cabe esperar que exista sélo una que satisfaga la
condicién inicial x (ty) = xo. Veremos que no todas las ecuaciones gozan
de esta propiedad. En general, la unicidad de soluciones esta, al igual que la
unicidad, ligada a la regularidad de la funciéon f. Probaremos més adelante
que una condicién que garantiza que el problema de valor inicial tiene
una tunica solucion es que la funcién f sea derivable.

3. Prolongabilidad de soluciones. Nuestro siguiente paso en el analisis del
problema de Cauchy sera determinar el mayor intervalo en el que la solucion
de estéd definida. Como veremos, dicho intervalo no siempre coincide
con la recta real. Comprobaremos que para que esta cuestion estd ligada con
el comportamiento en el infinito de la funcién f.

1.2. La ecuacidén auténoma unidimensional

Diremos que una ecuacion diferencial ordinaria ((1.1)) es auténoma si la funcién
f no depende explicitamente de ¢t. Estudiaremos el problema de Cauchy

{ i(t)=f(z() (1.4)

x(tg) =9 € U,

siendo f : U— R una funcién definida en un intervalo U C R. Las ecuaciones
autonomas poseen una propiedad interesante:

Observacién 1.2.1 Si z (t) es una solucion de definida, pongamos, para
todo t € R, entonces, la funcion y(t) := x(t —a) es también una solucion sea
cual sea a.
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Por tanto, basta estudiar el problema de valor inicial (1.4]) para el tiempo
inicial o = 0. Es importante recalcar que esta propiedad puede no ser cierta para
la ecuacién mas general (1.3).

Ejercicio 1.2.2 Encuéntrese una funcion f(t,x) y una solucion x(t) de & =
f(t,x) con la propiedad de que x (t + a) no es solucion de la ecuacion diferencial
para ningun a # 0.

Comencemos nuestro analisis examinando algunos ejemplos sencillos:

1. Ecuacién lineal con coeficientes constantes:

{ (t) =ax(t),
x(0) = xo.

Este problema de valor inicial posee una solucién:ﬂ
x (t) = zoe™,
que ademas esta definida para todo t € R.

2. Existencia local; pero no global:

Procediendo como en el apartado anterior, deducimos que una soluciéon de
este problema de valor inicial es:
z (t)

n 1 —$0t.

Si gy > 0 entonces la solucion estd definida tnicamente en (—oo, 1/z); no
es posible prolongar esta solucién a un intervalo mayor, puesto que

lim x(t) = +o0.

t—1/xy

1La férmula es consecuencia del siguiente célculo:

i d d
% =a = %logx = o = logz (t) —logz (0) =at = x(t) =x(0)e™.
Esta es la tinica solucién del problema de valor inicial. Si existiera otra solucién y (t) con y (0) = zo
entonces se tendria:

L) =GO —ay )™ =0 = yOe " =y0)e =
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3. Existencia; pero no unicidad: una solucién de la ecuacién

(t) =/ (1),
{ z(0) =z € [0,00) (1.5)

es

z (1) = (t +2/x0)° /4
Claramente, para o = 0 hay dos soluciones: la solucién trivial = (¢) = 0y la
dada por la férmula anterior, x (t) = 2 /4.

Ejercicio 1.2.3 Muéstrese que para xo = 0 el problema de valor inicial posee
infinitas soluciones.

Solucion. Consideremos, para a € R, la funcién:

1

ya(t):Z—L(t—a)Q.

Debido a la observacion tenemos que y, satisface la ecuaciéon ¥, = /Yq.
Obsérvese que y, (a) = ¥, (a) = 0. Por tanto,

Osit<a,
Ia(t):{ sit<a

Yo (t) sit > a,

define también una solucion de ((1.5).

En todos los ejemplos anteriores la funcion f que define la ecuacién es continua.
Como veremos a continuacién, este es un requisito que garantiza la existencia de
soluciones. De hecho, prescindir de la continuidad puede llevar a que el problema
de valor inicial no posea ninguna solucion.

Ejercicio 1.2.4 Pruébese que no existen soluciones del problema de valor inicial

T(t)=g(x(t)), . |1, siz>0
{ z (0) :%7 siendo g(x) = { —1, s1x <0,

que estén definidas en un entorno de t = 0.

Comencemos introduciendo un poco de terminologia. Una soluciéon esta-
cionaria o de equilibrio de la ecuacion diferencial:

z(t) = f(z(t), (1.6)

es una solucién que verifica z (t) = xy para todo t € R. Obsérvese que una condi-
ci6én necesaria y suficiente para que una solucion sea estacionaria es que z (0) = xg
satisfaga:
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En tal caso, diremos que zy es un punto de equilibrio o punto critico de

la ecuacién. Claramente, dado xy € U punto de equilibrio, siempre existe x (t)

solucién del problema de Cauchy asociado; dicha solucion esté definida en todo R.
Dedicaremos lo que resta de seccién a probar el siguiente resultado:

Teorema 1.2.5 Si f : U — R es una funcion continua entonces el problema de
valor inicial tiene al menos una solucion definida en un entorno I de tg.
Dicha solucion viene dada por:

i) st f (o) # 0,

c()=Fl(t—t),  Fala)= [ -

= 5 mdy; (1.7)

7’7’) Sl f (‘T0> = 0;

x (t) = .

En tres los ejemplos presentados anteriormente, este proceso no plantea prob-
lemas. Puede comprobarse que se tiene F,, (x) = log (x/xg), Fy, (x) = 1/x0 — 1/x
y Fyp () =2 (\/_ — \/:L‘_O) respectivamente. Las soluciones respectivas se obtienen
desepjando z (t) en la ecuacidn:

F(z(t) =t —t.

Es importante recalcar la naturaleza local del Teorema m Unicamente garanti-
za la existencia de soluciones del problema de Cauchy definidas en un intervalo en
torno al tiempo inicial £y. El resultado no da ninguna informacién sobre el tamano
de dicho intervalo, que en algunos casos puede coincidir con toda la recta real,
como vimos en los ejemplos anteriores. Esta es la cuestion de la prolongabilidad
de soluciones, que abordaremos mas adelante.

Investiguemos ahora la existencia de soluciones asociadas a un dato inicial
xo que no sea un punto de equilibrio, esto es f (zg) # 0. Haremos en primer
lugar un célculo forma]ﬂ que nos permita adivinar la estructura de las soluciones.
Supondremos a priori que existe una solucién para, utilizando la estructura de la
ecuacion diferencial, llegar a una férmula que la deﬁna.ﬂ Posteriormente, tendremos
que probar rigurosamente que dicha formula define en efecto una solucion.

2Para evitar confusiones, conviene matizar lo que entendemos por calculo forma: se acostum-
bra a llamar cédlculo o argumento formal a un argumento no completamente riguroso que
permite adivinar u obtener intuicién sobre la solucién de un determinado problema.

3Este es el orden natural que tiene lugar en el proceso de creacién/descubrimiento matematico.
Mediante un argumento heuristico (intuitivo) se obtiene la solucién a un problema matemadtico.
M4s adelante, se refina dicho proceso a través de la demostracién (rigurosa) que ademds sirve
para clarificar y precisar el alcance del razonamiento heuristico. Una discusién mads precisa (pero
muy amena) se puede encontrar en el libro de IMRE LAKATOS, Pruebas y refutaciones: la légica
del descubrimiento matemdtico, Madrid, Alianza, 1982, cuya lectura aconsejamos a cualquier
persona interesada en las matematicas.
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Calculo formal. Supongamos que z (t) es una solucién de (|1.4). Se tiene que

@ (1)

— =1
f(x(t))
Esto se puede rescribir como
d(Fy, o) /x 1
— (1) =1, donde F,, (z) := —dy.
i = )T

Asi pues, integrando ambos lados entre y y ¢ obtenemos:
Fa (2 (t)) = Fay (2 (to)) = — to.

Como F,, (z(ty)) = Fy, (o) = 0 — y esto explica nuestra eleccién de los limites de
integracion en la definicién de F},, — se sigue que

F,, (x(t) =t—t.
Finalmente, despejando z (t) llegamos a la férmula:
z(t)=F,. (t—to).

Hay dos cuestiones delicadas en esta derivacién: la posible nulidad de f (z (t)) —
que podria llevar a que F,, no estuviera bien definida — y la inyectividad de F},
que hemos utilizado implicitamente en el tltimo paso del célculo.

Existencia de soluciones. Veamos ahora las condiciones bajo las que
define una solucién. Sea J C R un intervalo que contiene x( en su interior y sobre
el que f no se anula. Dicho intervalo existe porque f es una funcién continua.

La funcion F,, estd bien definida sobre J. Més atn, visto que

#0, six € J,

se sigue que F, es mondtona (y en particular inyectiva) sobre J. Definamos [ :=
Fyy (J); en tal caso, Fy, : J — I es biyectiva y por tanto F, ' : I — J estd bien
definida. Obsérvese que 0 pertenece al interior de I al ser F,, (o) = 0; por tanto,
z(t) = F;.' (t —to) es una solucién de la ecuacién diferencial més ain x (tg) =
F;()l (O) = Xg.

Derivando en se comprueba que x (t) es de hecho una solucién de la
ecuacion diferencial. %
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1.3. ;Cuando la solucién es tnica?

Una vez establecida la existencia de soluciones del problema de valor inicial
(1.4) pasaremos a abordar la cuestion de la unicidad. La pregunta a la que in-
tentaremos dar respuesta en esta seccion y la siguiente es la de entender cuando
el hecho de que dos soluciones z; : I; — U, i = 1,2, de la ecuacion diferencial

& (t) = f(z(t), (1.8)

coincidan en un punto z; (t9) = x5 (ty) implica que necesariamente xq (t) = x2 (t)
para todos los t € I1 N I>.

Hemos visto que este no es el caso cuando f (x) = \/x; més en general veremos
que la unicidad de soluciones estda intimamente ligada a la regularidad de la funcién
f.

Desde el punto de vista de la modelizacion y de la utilizacion de las ecuaciones
diferenciales en otras ciencias, la unicidad de soluciones es un aspecto importante.
No podemos pretender predecir la evolucién de un fenémeno natural describiéndolo
a través un problema de valor inicial cuyas soluciones no son unicas: de entre todas
las soluciones jcudl seria entonces la que describe el fenémeno?

La demostracion del teorema de existencia da més informacion de la enunciada:
garantiza, de hecho, que la solucién del problema de valor inicial es local-
mente tnica en el siguiente sentido. Si z (¢) es una solucién de la ecuacion (|1.8]),
que esta definida sobre cierto intervalo [a,b] y tenemos f (2 (t)) # 0 sobre dicho
intervalo, entonces podemos realizar el calculo explicado anteriormente:

d
S, (1) =1

y concluir que, necesariamente x (¢) coincide con F;(i) (t — a), donde recordemos:

S|
Fx<a) (1’) - /w(a) mdy

En otras palabras:

Proposicion 1.3.1 Sea x1 e x5 dos soluciones de (@, definidas respectivamente
en intervalos I, I, y que coinciden en un punto to € Iy N I5:

X1 (to) = X9 (to) .

Si las derivadas de x1 y x2 no se anulan en IyN1y (0 lo que es lo mismo, f (z; (t)) #
0 parai=1,2 yt € I, NIy) entonces necesariamente las dos soluciones coinciden
en su intervalo de definicion comun.
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En particular, obsérvese que esto basta para establecer la unicidad de soluciones
para en el caso en que el segundo miembro de la ecuacién & = f (x) no se
anula.

Maés atn, si somos capaces de determinar que para todo ¢ que sea un punto
de equilibrio de f, la solucién estacionaria es la tnica que satisface x (ty) = ¢
podriamos asegurar que sea cual sea el dato inicial zq, la solucién del problema de
valor inicial es Unica. Si ¢ es un punto de equilibrio aisladoﬁ se presentan
dos posibilidades.

Proposicion 1.3.2 Si la integral

¢ 1
/x mdy (1.9)

es ﬁnitaﬂ para x suficientemente cerca de ¢ (de modo que f (y) no se anule entre
¢ y x) entonces existe una solucién distinta a la estacionaria.

Demostracién. La demostraciéon reproduce lo que hicimos en el caso & = /.
Como ¢ es aislado, necesariamente existe 6 > 0 tal que f (z¢) # 0 si |zg — ¢| < 0.
Asi, la funcion dada por
Y ds
z(t)=F (1), Fp@)=[ 7=,

° ’ v (5)
estd bien definida para t entre 0 y o := Fy, (¢), que es finito por hipé6tesis. Nece-
sariamente,

lim x (t) = lim F ' (t) = c,

Zo

t—to t—to
/. . z 1 P JR—
Y@ (8) = fim oy — @ =0

con lo que, si ty > 0,

x (t+to) parat € (—to,0),
y(t) ==
cparat>0

es una funcién que satisface la ecuacion diferencial y la condicién inicial y (0) =
x (to) = ¢. Un argumento andlogo prueba el resultado si tg < 0. %

De hecho, argumentando como en el ejercicio puede probarse que existen
infinitas soluciones que arrancan de c.

4Es decir, no hay otros puntos de equilibrio en (¢ —d,c+ &) para § > 0 suficientemente
pequeno.
®La integral indefinida (1.9) ha de entenderse en el siguiente modo:
T ds

lim —_—
e—0T xo+e f(S)
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Proposicion 1.3.3 Si, por el contrario, la integral es infinita, entonces el
problema de valor inicial con xo = ¢ posee una Uunica solucion, x (t) = c.

Demostracién. Supongamos que exista una solucién y : [—a, a] — U, distinta a la
estacionaria, que satisfaga y (0) = c. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que f(y(t)) # 0sit#0. La Proposicién garantiza que, para t € [—a,0),
y(t) = F&ia) (t+a).

Ahora bien,

0= 1tm Fyo) (y (1)) = Fya (4(0) = / L)

t—0—

con lo que (1.9) no puede ser infinita. %
La condicién sobre la integral (1.9) esta relacionada con la regularidad de la
funcién f, como muestra el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.3.4 Sea f € C* (U), siendo U C R un intervalo abierto. Sea ¢ € U
un cero de f yx > ¢, tal que f (y) # 0 para y € (c,x). Pruébese entonces que

o1

1.4. La desigualdad de Gronwall

En general, los puntos de equilibrio no son aislados. Por ejemplo, la funcién
f (z) = x3sen (1/x) es diferenciable; pero cualquier entorno de x = 0 contiene un
nimero infinito de ceros de f. Daremos a continuacién un resultado de unicidad
que contemple también este caso.

Una funcién f € C'(U) se dice localmente Lipschitz si dado [a,b] C U existe
Liap > 0 tal que:

|f (@) = f W) < Ly |z —yl, six,y € [a,b].

Obsérvese que, por el Teorema del Valor Medio, las funciones f € C!'(U) son
automaticamente localmente Lipschitz.

Bajo esta condicién podemos demostrar la unicidad de soluciones para el prob-
lema de valor inicial.

Proposicién 1.4.1 (Unicidad local) Si f es localmente Lipschitz entonces, para
todo xo € U, las soluciones del problema de valor inicial son localmente



10 Capitulo 1. FEcuaciones Diferenciales Ordinarias en dimension d = 1

unicas, en el sentido de que si x; : I; — U, i = 1,2, son dos soluciones la ecuacion
diferencial & = f (x) que satisfacen

x1 (to) = z2 (to) para algun ty € I1 N I,
entonces se tiene que
x1 (t) = 22 (t) para todo t € I; N L.

Para demostrar la Proposicién [1.4.1], utilizaremos uno de los resultados funda-
mentales de este curso.

Proposicién 1.4.2 (Desigualdad de Gronwall, v1.0) Sea z : [to,t1] — R
una funcion deriwable que satisface:

FOl<ale@)],  t€ltot],
para cierta constante a > 0. Entonces
o ()] < Tz ()], t € [to,ta].
Este resultado es consecuencia de un sencillo lema, de interés por si mismo:
Lema 1.4.3 Sea u : [ty, t1] — R derivable y que satisface:
u(t) <au(t), t € [to, t1],

entonces:
w(t) < ey (o),  t € [to,t].

Demostracién. Consideremos
v(t) =u(t)e %
claramente v es derivable y
v (t) = (u(t) —au(t)) e ™ <0.

Por tanto,
v(t) =u(t)e ™ <w(ty) = u(ty) e 0

como queriamos demostrar.
Demostracién de la desigualdad de Gronwall. Sea u (t) := |z (t)|*. Entonces
u satisface las condiciones del lema precedente, puesto que:

w(t) = 2z (t) & (t) < 2a |z (t)]> = 2au (t).
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Asi,
o (O < ) [ (8) [,

y se concluye tomando raices cuadradas. %

Ahora la demostracion de la Proposicién [1.4.1] es trivial. Sean z; : I; — U,
i = 1,2, dos soluciones de (1.4). Sea z (t) := x; (t) — x2 (t); claramente,

12| = |f (x1) — [ (z2)] .

Ahora bien, si tomamos intervalo compacto I C I;N1; se tiene, por ser x; continuas,
que existe un intervalo compacto J para el cual z;(t) € J sit € I. Sea Ly la
constante de Lipschitz de f asociada a ese intervalo. Entonces, para t € I,

[2(8)] < Loy (t) =22 (8)] = Ly |2 (1))
La desigualdad de Gronwall implica entonces que:

2 ()] < P00 2 ()| = e 710) |2y (tg) — s (t)| = 0;

esto es, o1 (t) = xq (t) para todo t € I. Como [ es un intervalo cerrado arbitrario
contenido en I; N Iy, concluimos que x; (t) = x5 () para todo t € I N I5. %

1.5. Prolongabilidad de soluciones.

Supondremos en esta seccién que f es localmente Lipschitz en un intervalo U.
Sizy: Iy - Uyxs: Iy — U son dos soluciones de ([1.4)) entonces vimos en la
Proposicién que necesariamente, x1 (t) = x5 (t) parat € I;NI,. En particular,

la funcion:
L i (t) y t e Il
z (1) ‘_{ 2o (t), tel

define correctamente una solucién de en el intervalo I; U I5. Se dice entonces
que x prolonga a x; y x,.

Dado xy € U, denotamos por I,, a la unién de todos los intervalos I C R con
la propiedad de que existe una solucién

x:ilyy —U

del problema de Cauchy . Utilizando el argumento anterior de prolongacion, se
obtiene que existe una solucién de que esta definida en I,,. Ademads, no existe
ninguna otra solucién definida en un intervalo estrictamente mayor. Llamaremos
a esta solucién la solucion maximal del problema de valor inicial .
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Proposicién 1.5.1 (Unicidad global) Si f es localmente Lipschitz en U en-
tonces existe una unica solucion mazximal del problema de valor inicial .

Vamos a determinar I,,,. Hemos visto ya que las soluciones estacionarias de una
ecuacion diferencial estan definidas en toda la recta real, I, = R. Si 2y no es un
punto de equilibrio, denotamos por U,, al mayor intervalo que contiene x, y sobre
el cual f no se anula. Dicho intervalo es abierto y no vacio por ser f continua;
ademds, sus extremos son o bien puntos de equilibrio de f (puntos donde f se
anula), o bien iooﬁ El calculo que utilizamos en la demostracién del Teorema
1.2.5| para construir de forma explicita una soluciéon del problema de valor inicial
(1.4) es valido para todos los t € F,, (Uy,), por tanto las solucion z () asi obtenida
esta definida en dicho intervalo. Dejamos a cargo del lector concluir la demostracién
del siguiente resultado.

Proposicién 1.5.2 (Prolongabilidad) FEl intervalo I, es abierto y viene dado
por Fp, (Uyy) = I, .

Una solucién con dato inicial g estara definida en todo R si y sélo si I, = R.
Escribiendo U,, = (a,b) y suponiendo f > 0 en U,, esto es equivalente aﬂ

lm F, (x)=—00 ¥y 11’1?7 Fyy (x) = +00. (1.10)

r—a

Este es el caso del primero de los ejemplos anteriores:
lim log (z/x¢) = —o0, lim log (z/x0) = oc.
z—0+ T—00

En el segundo, tenemos, para xy > 0:
lim (1/xg — 1/x) = —o0, lim (1/z9 — 1/2) = 1/,
z—0 T—00

con lo cual I,, = (—o0,1/x).
Si por el contrario f < 0 en U,, entonces, para tener I,, = R ha de cumplirse
lim F,, (z) = 400 y lim F,, (x) = —o0.
r—at x—b—
Ejercicio 1.5.3 Sea z¢ € U y supongamos que el extremo superior de I, es finito,
denotémoslo por t.. Entonces,si x (t) denota la solucion mazimal de & = f (x) con
x (0) =z entonces necesariamente se tiene que lim,_,— x (t) existe y es uno de los
extremos de U (finito o infinito). En particular, siU = R entonces necesariamente,
lim |z ()| = oo.

>l

5En los ejemplos analizados anteriormente, un dato inicial zg > 0 da lugar al intervalo U,, =
(0, 00).
7Si f < 0 basta sustituir 2 por —z en este argumento.



1.6. Orbitas, diagrama de fases, estabilidad 13

Ejercicio 1.5.4 Interprétese la condicion en términos del comportamien-
to de f en el infinito. En particular, demuéstrese que si f € C'(R) y existen
constantes A y B para las que se tiene

|f (x)] < Alz[ + B

para todo valor x entonces todas las soluciones de & = f(x) estan definidas en
toda la recta real.

Ejercicio 1.5.5 Sean a < b puntos de equilibrio de f. Supongamos ademds que no
existen otros puntos de equilibrio en intervalo (a,b). Entonces toda solucion x (t)
de con dato inicial xo € (a,b) verifica I, = R.

1.6. ()rbitas, diagrama de fases, estabilidad

Una vez aclarada la cuestiéon de la existencia y unicidad de soluciones para el
problema habiendo obtenido ademas una férmula explicita se podria pensar
que esto basta para comprender la estructura de las soluciones. Desgraciadamente,
muchas veces la féormula es en la practica intutil, bien porque no podamos
calcular explicitamente la integral, bien porque no podamos invertir la funcion F.

Como ilustracion de ello considérese el problema:

x.:x—l’
{$(O):$07é1.

F(z) =z —logx — x¢ + log xy,

La funcién F viene dada por

con lo que las soluciones vienen caracterizadas por la ecuacién implicita:
x(t) —logx (t) =t + xo — log xy,

que no puede resolverse explicitamente.

Debemos pues desarrollar herramientas alternativas que nos permitan com-
prender qué estructura tienen las soluciones. Un punto de vista que sera de gran
importancia en el estudio del caso multidimiensional consiste en intentar determi-
nar las imagenes de las trayectorias soluciones de la ecuacion, sin pretender conocer
con exactitud su parametrizacién. Obsérvese que, al tener todas las soluciones im-
agen en R esta cuestiéon es especialmente sencilla. En el caso de un sistema de dos
ecuaciones diferenciales esto ya no es asi.

Dado xy € U definimos la érbita de xy como el conjunto de R.:

Opy i ={z(t) : t€l,},
siendo z (t) la solucién maximal del problema de valor inicial (|1.4)).
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Ejercicio 1.6.1 La odrbita O,, de un punto o bien coincide con el propio punto,
O., = {0}, 0 bien es un intervalo abierto.

Una consecuencia importante de la Proposicion|l.4.1|es que dos orbitas distintas
de una ecuacion autonoma no pueden cortarse en un punto.

Proposicién 1.6.2 Si O, N O, # 0 para dos puntos xg,yo € U entonces Oy, =
Oy, -

Demostracion. Basta observar que, si dos soluciones maximales z1,2, de la
ecuacion diferencial & = f (x) con x; (0) = zg, x2 (0) = yo verifican

T (tl) = T2 (tg)

en ciertos instantes t1,t; € R entonces y; (t) := x1 (t — to + t1) verifica y; (t3) =
x1 (t1) = x5 (t2). Por ello, necesariamente, y; = z5. Y por otra parte,

O ={y(t) : t—ta+t; €1},

con lo que claramente O, = O,,. %

Llamaremos diagrama de fases de la ecuacién 7 (t) = f (z (t)) a la particién
de U en orbitas.

Un primer e importantisimo paso en la determinacion del diagrama de fases de
una ecuacion consiste en analizar el comportamiento de las soluciones de

{ i%))::ésxe(g,) (1.11)

en torno a un punto de equilibrio c.
Diremos que un punto de equilibrio ¢ € U es estable si dado € > 0 existe 6 > 0

tal que para todo punto xg € U on |xg — ¢| < 4 se tiene que la solucién maximal
z (t) del problema de valor inicial (1.4 estd definida para todo t € [0,00) y

|z (t) — c| <e, t€0,00).

Un punto de equilibrio ¢ € U es asintéticamente estable si es estable y ademés
existe r > 0 tal que si |zo — ¢| < r entonces la solucién maximal z (¢) del problema
de valor inicial (1.4) verifica:

lim |z (t) — ¢/ = 0.

t—o00

Proposicién 1.6.3 Sea ¢ € U un punto de equilibrio de f. Si f'(c¢) < 0 entonces
c es asintdticamente estable. Si f' (c) > 0 entonces ¢ no es estable.
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Demostracién. Demostremos la primera afirmacién. Si f'(c) < 0 entonces f es
decreciente en un entorno de c. En particular, existe r > 0 tal que f es estric-
tamente decreciente en (¢ —r,c+r). Sea xy tal que |rg — ¢| < r; supondremos
que z > c (el caso zy < ¢ se trata de forma andloga). La soluciéon maximal z (t)
correspondiente a xy satisface:

t(t) <0,

con lo que, parat € I, tenemos que z (t) es estrictamente decreciente. Esto implica
que, dado € > 0 si zp—c < € entonces también se tiene x (t) —c¢ < e. Esto implicarfa
la estabilidad si sup I, = oc.

El extremo superior de [,, tiene que ser infinito, puesto que si fuera ¢, finito
tendriamos que lim,_,- x (t) = —oo, lo cual implicarfa que x (t) corta a c. Esto es
imposible por la unicidad de la solucién estacionaria.

Tampoco puede ser lim; ., x (t) = z. > ¢; en ese caso la orbita O,, de z, no
puede coincidir con {z,}, puesto que x, no es un punto de equilibrio; pero tampoco
puede ser un intervalo abierto porque cortaria a la orbita de zy,. Hemos probado
que necesariamente

lim |z (t) — ¢| = 0.
t—o0

La segunda afirmacién — la no estabilidad de ¢ si f’(¢) > 0 — se comprueba de
forma sencilla, la dejaremosa cargo del lector. %

Ejercicio 1.6.4 El punto xo = 0 es un equilibrio de las siguientes ecuaciones:
(i) & = —22°, (i) & = a3, (iii) & = x°.
Pruébese que en el caso (i) es estable y para (ii) y (iit) es no estable.

La naturaleza de los argumentos que acabamos de presentar es puramente local:
son validos en un entorno del punto de equilibrio en cuestion. En el caso de una
ecuacion autéonoma unidimensional es facil extenderlos globalmente y obtener una
caracterizacion cualitativa completa de las soluciones.

Ejercicio 1.6.5 Dibujar los diagramas de fases correspondientes al siguiente mod-
elo de dinamica de poblaciones:

t=x(l—2z)—k.

1.7. La ecuacion lineal no autonoma

Una vez entendido con detalle el comportamiento de las soluciones de la ecuacién
auténoma pasamos al estudio de una situacion mas complicada: la ecuaciéon no
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auténoma unidimensional:

{ i(t) = f(t,x(t)) (1.12)

ZL‘(to):ZL‘()GU, toel

siendo f : [ x U — R continua y I,U intervalos de R. Recuérdese que dicha
ecuacion es equivalente al sistema bidimensional:

i) =1,
#(t) = f(st),z(1)),
S(to):toel, .le(tg)zl’geU.

El estudio de la ecuacién es mucho més complejo que el de la ecuacion
autéonoma (pero mucho menos complicado que el de un sistema bidimensional
general). La obtencién de férmulas explicitas ya no es posible en general. Una
importante excepcion la constituye la siguiente familia de ecuaciones:

Ejercicio 1.7.1 Mediante un argumento andlogo al del cdlculo de la solucion de
la ecuacion autonoma, encuéntrese una formula para las soluciones de la ecuacion

de variables separables:
@ (t) =g () f(z(t)).

Ejercicio 1.7.2 Resuélvanse las ecuaciones diferenciales:
(i) 4 =sen(t)z.
(1)) & =g(t)tanzx.

Es importante conocer la solucion explicita de las ecuaciones lineales. La ecuacién
lineal homogénea es:

{ i(t)=a(t)z(t) (1.13)

J](to):JZoER, toe I

siendo a una funcion continua definida en un intervalo I. Una solucion se obtiene
escribiendo:

M:a(t) — %1ng(t)—a(t) - log<w>—/toa(s)ds.

z (1) Zo
Asi, t
2 (t) = o exp (/t a(s) ds> . (1.14)

Pese a haber procedido mediante un calculo formal, se comprueba de inmediato
que esta expresion define una solucion.
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Basédndonos en la férmula ((1.14) podemos resolver la ecuacién lineal no

homogénea:
B () = a(t)e (1) +b(0)
{ z(t)) =z0€R, toel (1.15)
donde ahora a,b € C(I). Dicha ecuacién no es de variables separables. No ob-

stante, es posible deducir una férmula explicita para ella utilizando el método de
variacién de las constantes. Escribamos

6 (1) = exp (/t:a(s) ds) |

La solucién de la ecuacién homogénea ([1.13)) se escribe entonces como ¢ (t) zo. El
método consiste en buscar una solucién de ([1.15) de la forma z (t) = ¢ (¢) u (¢).
Introduciendo dicha expresién en la ecuacion:

B u(t) +o@)u(t) =a(t))u(t)+b(t),

ahora bien, ¢ (t) u (t) = a (t) ¢ (t) u (t) con lo que queda la siguiente expresién para
u:

W(t)=¢ )" b(1),

y la condicién inicial implica xg = ¢ (tg) u (to) = u (o). Asi pues, necesariamente:

u(t) = $o+/t:exp (— /t:a(a) da) b(s)ds.

Hemos obtenido la siguiente expresién para x (t):

x@:¢@%+[¢@¢@*w@w (1.16)

Obsérvese que el primer sumando es la solucién de la ecuaciéon homogénea (|1.13))
mientras que el segundo es una solucién de (|1.15)) con dato inicial zq = 0.

Proposicién 1.7.3 La funcion (resp. (1.10))) es la tinica solucidn del prob-
lema de valor inicial (resp. (1.16)).

Demostracién Supongamos que x; y x2 son dos soluciones de ((1.13) o ([1.15])
definidas en un mismos intervalo I C R. Su diferencia z := x; — 25 satisface en
ambos casos:

Z(t)=al(t)z(t), z (to) = 0;

v (t) =z (t) exp (- /t: a(s) ds)

si definimos
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se tiene que

Asi
v (t) =v(ty) = 2z (to) = 0. (1.17)

. t .
Por tanto, visto que exp <— fto a(s) ds> nunca se anula, necesariamente

0=2z(t) =z (t) —x2(t).
*

Ejercicio 1.7.4 Sean u, a yb funciones continuas definidas en un intervalo [to, t1]
tales que u es derivable y

|z ()] <a(t)|z()+0b(t), parate [ty ti].

Pruébese entonces que

2 ()] < |z (to)] exp (/t:a(s) ds) + /t: exp (/:a(a) do) b(s) ds.

Al igual que en el caso autéonomo, la tnica solucién constante de la ecuacion
homogénea es la idénticamente cero z (t) = 0. No obstante, vemos que la dindmica
de las restantes trayectorias puede ser muy variada y no admite una clasificacién
sencilla en términos del coeficiente a (t).

1.8. Ecuaciones lineales con coeficientes periodi-
COS
Finalizamos este capitulo estudiando con cierto detalle una clase de coeficientes
para los que si puede hacerse un andlisis bastante detallado: los coeficientes
periédicos. Supongamos ahora que a : R — R es continua y periédica, con

periodo T" > 0:
a(t+T)=al(t), para t € R.

Estudiaremos el comportamiento para tiempos grandes de las soluciones de:
T(t)=a(t)z(t). (1.18)

Para calcular el valor de una solucién en un tiempo t basta conocer sus valores en
el intervalo [0,T):
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Lema 1.8.1 Seat € R; escribaset = kT+1 conk € Z y7 € [0,T). Toda solucion

de satisface:

Dejamos la demostracion como ejercicio para el lector. La féormula anterior
indica que el comportamiento de las soluciones de la ecuacién con coeficientes
periddicos es completamente analogo al de la ecuacion con coeficiente constante.
La dindmica viene determinada esta vez por el signo de (a):

1. {a) < 0. Entonces

ET + 1) < @ m4a .
[ (KT +7)] < e i 2 (5)

Por tanto, toda solucién de ((1.18)) tiende a la solucién estacionaria:

lim z (t) = 0.

t—o00

2. (a) > 0. Ahora,
lz (kT + 7)| > ¥ min |z (s)].
s€[0,T)

Como consecuencia de ello, si z (0) # 0 tenemos

lim |z (t)| = 0.

t—o0
3. (a) = 0. Entonces todas las soluciones son periédicas de periodo T'.

Asi, a diferencia del caso autonomo, las soluciones pueden desarrollar dindmicas
que no son ni de atraccién ni de repulsién hacia la solucién de equilibrio z (t) = 0.
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Capitulo 2

Existencia de soluciones

2.1. Algunas observaciones generales

En este segundo capitulo discutiremos la teoria béasica de existencia para sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

0, en una escritura mas compacta,
x(t) =f(t,x(1)), (2.1)

donde x (£) = (1 (t), 2 (t) , 74 () y £ (x) = (1 (%), £ ()]
Conviene tener presente que el estudio de dichos sistemas engloba, como caso
particular, el de las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n:

g™ () =f(tx(t), 2 (t),...a"V (). (2.2)

La ecuacién (2.2 es equivalente al sistema de n + 1 ecuaciones diferenciales de

primer orden:

jfl (t) = T2 (t) y

To(t) =x3(t),
2 (1) = s 1) 0

'-'tn (t) = f (ta T (t) y L2 (t) y ooy Iy (t>) :

1 Utilizaremos en lo que sigue negrita para denotar cantidades vectoriales.

21
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Dada z (t) una solucién de ([2.2)), definiendo

x1(t) ==z (t),
o (1) == (1),

T, (1) = 7V (1)

se obtiene una solucién de (2.3)). Y reciprocamente, si 1 (t) , ..., z, (¢) verifican
entonces z (t) := z1 (t) es una solucién de (2.2). El mismo procedimiento permite
reducir sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n a sistemas de
primer orden.

Un sistema de ecuaciones diferenciales se dice auténomo si es de la forma

x(t) =f(x(1)), (2.4)

para cierta funcién f : U ¢ R? — RY. Debemos destacar que todo sistema de
primer orden (2.1)) es equivalente al sistema auténomo de d + 1 ecuaciones:

$(t) =1,
{ X (t) =f(s(t),x(t)) (2.5)

en el siguiente sentido. Si (s (t),x (t)) es una solucién de que satisface s (0) =
(] entonces necesariamente x (¢) es solucién de (2.1). Reciprocamente, dada x (t)
una solucién del sistema (2.1]), el par s (¢) := ¢, x (¢) es solucién de (2.5)).

Estas simplificaciones permiten evitar enunciar separadamente resultados para
sistemas no autéonomos o de orden superior al primero. Bastara por tanto, tratar la
cuestién de la existencia y unicidad de soluciones iinicamente en el caso de sistemas
auténomos

Concluimos esta seccién introductoria describiendo algunas de las notaciones
que utilizaremos a continuacién. Denotaremos por C' (U ; Rd) y Ot (U ; Rd) al espa-
cio de las funciones f : U ¢ R? — R? que son continuas y con derivadas parciales
continuas, respectivamente. Dada f € C* (U ; Rd) y ¢ € U denotamos por Df, a la

2Lo cual implica, integrando la primera ecuacién, que s (t) = t.

3No obstante, al tratar aspectos finos de la estructura de las soluciones en ejemplos especificos,
puede ser util mantener la forma original del sistema — no auténomo o de orden superior al
primero.
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diferencial de f en el punto c, es decir, si f = (f1, fo, ..., fa) entonces

24
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Para un punto x € R? utilizaremos la notacién ||x|| para denotar su médulo; esto
es:

1) = \/(@1)” + (@2)° + .+ (30)"

Obsérvese que si d = 1 entonces ||-|| es precisamente el valor absoluto.

2.2. El problema de Cauchy: existencia

Asi pues, nos centraremos en lo que sigue en el estudio del problema de Cauchy
asociado al sistema de ecuaciones diferenciales:

(PVI)

donde supondremos U C R abierto y f : U — R? continua.
Diremos en lo sucesivo que una curva parametrizada

x: I —=U

definida en un intervalo I C R que contiene al instante inicial ¢; es una solucion
del problema de Cauchy si x es continuamente diferenciable en I, verifica
la condicion inicial y la ecuacion diferencial en todos los t € I.

La condicién implica que la curva definida por x () es tangente al vector
f (x(t)) para todos los t € I. Por ello, nos referiremos a f como a un campo
de vectores. Otra interpretacién de viene dada por la mecénica: si x (t)
representa la posicion de una particula en el instante de tiempo ¢ entonces la
ecuacion diferencial expresa que el vector velocidad % (¢) es precisamente f (x (t)).
Se trata pues de reconstruir la trayectoria de la particula a partir del conocimiento
de los vectores velocidad admisibles.

Es posible probar un resultado de existencia en las mismas condiciones que en
el caso unidimensional:
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Teorema 2.2.1 (Cauchy-Peano) Sea U C RY abierto y f : U — R? continua.
Dados xqg € U y
0 < r < dist (xg,0U),

existe al menos una solucion
x: [to —a,to +a] — B (xp;7),

del problema de valor inicial , siendo

r
a:=—, M = max ||f(x)|.
Y _mix_[I£ (o)

Queremos incidir en la naturaleza local de este resultado; inicamente asegura
la existencia de una solucién para instantes ¢t proximos al instante inicial ¢y. La
longitud del intervalo donde el teorema garantiza que la solucion esta definida
depende de la distancia del dato inicial a la frontera del dominio de definicién de
f asi como del tamano del propio campo de vectores.

En general el dominio de definiciéon de la solucion que se obtiene mediante el
teorema de Cauchy-Peano no es 6ptimo. Pueden existir soluciones definidas en un
intervalo mayor que el [ty — a,to + a]. Para convencerse de ello, basta examinar la
ecuacion unidimensional

T(t)=xz(t).

Si consideramos el dato inicial z (0) = 0, dado r > 0, se tiene M = ﬁfix lz|| =,
z||<r

con lo que a = 1. Claramente, la solucién correspondiente x (t) = 0 estd definida
para todo t € R. La cuestién de decidir cual es el mayor intervalo en el que
una solucién del problema de valor inicial estd definida se abordard en las
secciones sucesivas.

La demostracién que daremos del Teorema de Cauchy-Peano estada basada en
el método de Euler. En general, la resolucion explicita del problema de valor
inicial no es posible y uno ha de recurrir a métodos aproximados, bien de tipo
numeérico, bien asintéticos.

Probablemente, el mas simple y popular dentro de la primera categoria es el
conocido como método de Euler. Consiste en aproximar la ecuacion diferencial
mediante una ecuacién en diferencias, en la que se reemplaza la derivada por un
cociente incremental:

Xh (] + 1)h_ Xh (]J) —f (Xh (])) .

Hay que pensar en xj, (j) como una aproximacién de los valores de una solucién
exacta x (t) en los nodos t; := hj, donde j € Z y h > 0 se denomina paso de dis-
cretizacion. La demostracién del teorema consistira en probar que, tomando una
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sucesion de pasos de discretizacién hy que tiende a cero, podemos obtener inter-
polando linealmente los valores xj, (j) entre los nodos t; una sucesién de funciones
X que converge a una solucion exacta del problema de valor inicial .
Probaremos en primer lugar que, en caso de converger las funciones xi, éstas
lo hacen necesariamente a una solucién de la ecuacion diferencial. En un segundo
momento, veremos que es posible extraer una subsucesion de las x; que converge
uniformemente. Esto se hard a través de un resultado conocido como el teorema

de Ascoli-Arzela.

2.2.1. Convergencia del método de Euler

Comencemos observando que es suficiente demostrar el resultado para ty =
0. Basta considerar la solucién y (t) que satisface y (0) = x¢ y definir x(¢) :=
y (t + to) para obtener una solucién de con ty # 0.

La demostracion consistira en construir, mediante el método de Euler, una
sucesion de funciones

x; : [0,a] — U, k € N,

que satisfacen de forma aproximada. Una vez hecho esto, probaremos que
dicha sucesién converge a una funcién que necesariamente es una solucion exacta
de . El argumento que damos se adapta de forma inmediata a la construccion
de x en [—a,0].

Es importante observar que una curva x es solucién de si y solo si
satisface la ecuacion integral:

x () =x¢ + /0 f(x(s))ds. (2.6)

e Construccion de las funciones xy (t).
Comenzamos dividiendo el intervalo [0, a] en k partes iguales. Escribimos

h = tj = jh, paraj=0,..k,

a
k ?
y definimos xy, () en los puntos ¢t = t; de forma recursiva, utilizando el método
de Euler:

=X g (1)),
xx (to) = xx (0) = Xo.

{ Xk (1) — X (t))
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La eleccién que hemos hecho de a garantiza que los valores xy (t;) estdn bien
definidos; més atn, se tiene x;, (t;) € B (Xo,7) para j = 0, ..., k. La comprobacién
de este hecho se hace de forma inductiva. Claramente,

1k (81) = %ol = R |[f (xx (to))| < AM =r/k <7
Si se sabe que xy, (t1), X (t2), ..., Xy (t;) € B (x0,r) entonces tenemos:

1%k (1) — Xol| < 1%k (1) — Xk ()] + 1%k (85) — %k (G| + o+ [[x (£1) — %0
< R (| (e E) + I (x5 E— )+ -+ (£ (x0)]])
<h(+1)M
<.

En el interior del intervalo [t;,¢;11] definimos la funcién xy (t) como el segmento
que une los puntos xj (t;11) ¥ X (¢;), es decir:

Xk (t) = Xk (t]) + f (Xk (t])) (t — t]) site [tj, tj—i-l] .
Obsérvese que seguimos teniendo xy, (t) € B (Xg,r) por la convexidad de la bola.

e Las funciones X satisfacen

Xk (t) = Xqo + /0 f (Xk (S)) ds + Rk (t) s (27)

donde el resto Ry, converge uniformemente a cero en [0,a] cuando k — oc.
Seat € [tj, tj+1]; entonces tenemos, sumando y restando x (¢,) paran = 1, .., j,
xp, (1) —x0 = (x () (t —t;) + £ (x(tj=1)) h + ... + £ (x(to)) h
= /ttf(xk (t;))ds + /ttj f(xx (tj—1))ds+ ... + /Ot1 f(x(t))ds
i i1

t

f (xx (s))ds+ Ry (t),

Il
>~

donde, para t € [t;,t,41], €l resto viene dado por:

Rutt) = [ 10 Gea (1) = £ o (D) ds [ 18 G (05:)) = £ (e s))) ds .

J j—1

— /0 1 [f (xx (o)) — £ (xx (s))] ds.
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Hemos comprobar que las funciones Ry convergen uniformemente a cero en [0, a]
cuando k — oo. Comencemos observando que la funcion f es uniformemente con-
tinua en el compacto B (Xg, 7). Asi pues, dado € > 0 existe § > 0 tal que

If(x) —f(y)ll<e,  sillx—yl <dparax,y € B(xo,7).
Como para s € [t tn11],
1%k (tn) — xi: (s)[| = [If (x (tn)) (s — ta)|| < Mh =1/k,

podemos elegir ko tal que para k > ko se tiene r/k < § y, en consecuencia, si
S € [tn,tni1] paran =0, ...,5:

1 (xk (£0)) — £ (xk (3))]] <.

t t]' tl
| Ry ()] < / 5ds—|—/ 5ds—|—...—|—/ eds
t; ti—1 0

<(j4+1)he
< ae.

Por ello,

En particular, hemos probado que dado € > 0 existe ky > 0 tal que para k > ko,

méx | B (8)] < ac.
t€(0,a]

lo que implica la convergencia uniforme.

e Si x;, converge uniformemente a una funcion x en [0, a] entonces necesariamente

X satisface (@)

Tomando limites en ([2.7)) se tiene para t € [0, a:

t
x(t) =%xo+ lim [ f(xx(s))ds.
k—oo 0
Como f es uniformemente continua en B (Xq,r) y X; converge uniformemente, se
concluye que x es continua y

t

t t
lim [ f(xx(s))ds = / lim f (xx (s))ds = / f(x(s))ds.
k—oo Jq o k—oo 0
Sélo falta pues probar que las aproximaciones x; convergen uniformemente a una
funcién x.
Esto es lo que asegura el Teorema de Ascoli-Arzela.
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Teorema 2.2.2 (Ascoli-Arzeld) Sea fi, : Q@ C R" — R? una sucesion de fun-
ciones continuas definidas en un conjunto acotado ) y tales que:
(i) estan uniformemente acotadas:

I fe (z)]] < C, para todos v € Q y k € N,
(ii) son equilipschitz en €):
| fe (@) = fu ()| < L|lz—y], para todos x,y € Q0 y k€ N.

Entonces existe una subsucesion <fk(i))ieN y una funcion f € C (Q; Rd) tales que
fr@) converge uniformemente a f cuando k — oo.

En nuestro caso, tenemos que

méx [|x;, ()] < 7 + ||xol
t€[0,a]

y, por otra parte, se comprueba facilmente que
x5 (1) = % (s)[| < M|t — s

para t,s € [0,a]. Asi (x;) es una sucesién de funciones uniformemente acotada y
equilipschitz. Aplicando el razonamiento anterior a la subsucesion (Xk(i)> que da
el Teorema de Ascoli-Arzela, concluimos la prueba el teorema. %

2.2.2. Demostracion del Teorema de Ascoli-Arzela

Conviene considerar en primer lugar un caso mas sencillo que sera la base del
argumento.

Lema 2.2.3 (Cantor) Sea (gi),cn una sucesion de funciones de N en R?. Supong-
amos que la sucesion estda uniformemente acotada:

lgx (n)]| < C, para todos k y n.

Entonces existe una subsucesion (gk(i))z‘eN tal que gr@y (n) converge para todo n €
N.

Demostracién. Visto que la sucesion (gi (1)), .n estéd acotada, podemos extraer
de ella una subsucesién que converge. Denotémosla por (gkl(i))iew repetimos aho-
ra el paso anterior para la sucesion acotada (le(z‘) (2))i€N. De este modo extraemos
de (gkl(i)) una subsucesién (ka(z‘))i N bara la que gk, ;) (2) converge. Obsérvese que
también se tiene que gi,(;) (1) es convergente. En general, podemos construir induc-

tivamente una familia de subsucesiones (g’fj(i))ieN con las siguientes propiedades:
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1. (gkj(i))ieN es una subsucesion de (gkjfl(i))ieN'

2. (9w, (n))ieN es convergente paran = 1,2, ..., J.
La idea clave para conseguir una subsucesion (gk(i)) para la que (gk(i) (n)) sea

convergente para todo n € N es utilizar el célebre argumento diagonal de Cantor.
Definimos:

k(i) = Gk;(i)-

Claramente, dado n € N tenemos que (gk(i))l

>, €S UNA subsucesion de (ij(i))izj

por lo que gig;) (n) es convergente. Y

Volvamos ahora al caso general. Sea (), . Un conjunto numerable y denso
en (2. El lema anterior garantiza que existe una subsucesioén fy(;) con la propiedad
de que ( fr6) (xn))ieN converge sea cual sea n. Veamos ahora que de hecho se tiene

convergencia para cualquier x € €). Para ello, veremos que ( 0 (m))ieN es una
sucesién de Cauchy. Tomemos ¢ > 0 y elijamos x,, de modo que ||z — z,| < e.

Entonces,

| frciy (2) = Friy @)|| < [ frgiy () = Frgiy () || +
+ || froy (@) = figiy () || +
+ || fetiy (@) = frgiy (2)]] -

Utilizando la segunda hipétesis deducimos:

[ fxi) (@) = fugpy (@)|| < 2Le + || fuw) (@n) = figy ()] -

Como (fk(i) (xn))ieN es convergente, existe kg > 0 tal que si ¢, > kg se tiene:

| fri) (zn) = frgp) (@) || <&,

lo cual implica que, para dichos ¢ y j se tiene:

[ fco (2) = fipy (@)]] < 2L+ 1)e.

Falta por comprobar que la convergencia al limite f es uniforme. Veremos que
dado ¢ > 0 existe kg > 0 tal que si 7,5 > kg se tiene para todo x € €.

| frey () = fagy (@)]| < &

Seae >0y yp,...,y, € tales que todo punto de €2 diste de algin ¥, menos que
5E| Para x € Q y |z — ym| < € se tiene,

| fry (@) = feipy @)|| < || feey (=) = frea) (W5)]] +
+ || frei) (Ym) = Friy () |
+ || fei) W5) = fr) (@)]] -

4Esto es posible al ser Q acotado.
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Nuevamente, como ( 0 (ym)) son convergentes y sélo hay un numero finito de
Ym, Podemos encontrar ky tal que si i, 7 > kg se tiene para todo y,,,

”fk(i) (Ym) — frii) (ym)H <e.

Con esto obtenemos,sea cual sea x,
| frc (2) = fuy (@)]] < 2L+ D)e.
*

Es conveniente observar que la demostracién del Teorema de Ascoli-Arzela
puede llevarse a cabo si la condicién i) es reemplazada por esta mas débil:

it)” Las funciones fi son equicontinuas en : dado € > 0 eziste § > 0 tal
que, si x,y €  verifican |x — y| < § entonces para todo k > 0 se tiene

Ifx (x) = fr (W)l <e.

Es inmediato comprobar que i) implica 7).

2.3. Iteraciones de Picard

La estrategia que hemos utilizado para demostrar la existencia de una solucién
del problema de valor inicial en el teorema de Cauchy-Peano puede resumirse en
dos pasos:

1. Hemos construido una sucesién de soluciones aproximadas del problema de
valor inicial — para ello, nos hemos servido del método de Euler.

2. Hemos probado que (al menos una subsucesion de) las aproximaciones con-
verge a una funcién que es solucién exacta de nuestro problema — y a tal
efecto hemos utilizado un resultado de compacidad: el teorema de Ascoli-
Arzela.

A continuacion, describiremos otro modo de llevar a cabo esta estrategia que
puede aplicarse a numerosos problemas. Consiste en reescribir nuestra ecuacién
como una ecuaciéon de punto fijo. Recuérdese que un punto fijo de una aplicacion
T :X — X de un conjunto X en si mismo es un punto x € X con la propiedad:

T (z)=x.

Hemos visto que una curva x : [ — U es solucion del problema de valor inicial si
y s0lo si satisface:

x (t) = xq —i—/ f(s,x(s))ds;

to
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en otras palabras, x es un punto fijo de la aplicacién Ty, que a una curva v le
asocia la curva:

Ty, (V) (t) :=x0 + / f(s,v(s))ds.

to
Por tanto, encontrar una solucién del problema de valor inicial equivale a encontrar
un punto fijo de Tk, .
Recordemos el resultado més sencillo que garantiza la existencia de un punto
fijo de una aplicacion: el teorema de la aplicacién de contractiva de PICARD.

Teorema 2.3.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si T : X — X es una
aplicacion contractiva, esto es, que satisface:

d(T (), T (y) <d(z,y), para todos x,y € X,

entonces T posee un unico punto fijo v, € X.
Ademas, x., puede ser calculado como el limite:

Too = lIM x,,
n—oo

de cualquier sucesion (x,,) en X construida mediante el método de las aproxi-
maciones sucesivas:

ro € X arbitrario,
Ty =T (xn—1), paran € N.

Nuestro objetivo sera aplicar este resultado a la aplicacion Ty,. Para ello, hemos
de encontrar un espacio métrico completo (X, d) con la propiedades:

1. Ty, envia X en si mismo

2. T, es contractiva.

Es natural elegir como X el espacio siguiente:
X = C (Ito—ato+al B xoir) )
con a y r por determinar, equipado de la distancia natural:

d(u,v):= sup [u@)-v@)][, wveX;

[t—to|<a

con esta eleccion de la distancia (X, d) es un espacio métrico completo. El siguiente
resultado muestra como elegir los parametros a y r de modo que se satisfagan las
hipdtesis del teorema de Picard.
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Lema 2.3.2 Supongamos que f es localmente Lipschitz en x; seanty € I yxq € U.
Entonces es posible elegir constantes a,r > 0 tales que:

Ty, manda X =C ([to — a,to + a] ; B (uy; 7’)) en si mismo y es contractiva.

Demostracién. Comencemos fijando r > 0 de modo que B (x¢;r) C U; escrib-
amos, para a > 0 que fijaremos mas adelante,

M, = sup |[f(tx)].
x€B(ug;r)
|t7t0|§a

Entonces tenemos, sea cual sea u € X y para |t — o] < a,

[T () () = o] < /t £ (s, u(s))ll ds

< |t —to| M,
< aM,.

La aplicacién Ty, mandard X en si mismo siempre que elijamos a > 0 de modo
que aM, < r.
Veamos ahora cudndo T, es contractiva. Dadas u,v € X,

4(T (), T(v)) = sup / £ (5w (s)) — £ (s, v ()] ds

[t—to|<a ||/ to
¢
<1 osuwp [ fu(s)—v(s)|ds
[t—to|<a Jto
< Lt —to| d(u,v)
< Lad (u,v),

donde L es la constante de Lipschitz de f en B (xg;r). Si elegimos a de modo que
alL <1y aM, <r obtenemos el resultado deseado. %

Ejercicio 2.3.3 Demuéstrese a partir del lema un resultado de existencia y uni-
citdad para el problema de valor inicial.

Es importante observar que, mediante este proceso, hemos un método para
construir funciones que aproximen con toda la precision que se quiera la solucién
exacta del problema de valor inicial. Siempre que T, sea una aplicacién contractiva
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de X =C ([to —a,to + a]; B (uy; 7‘)) en si mismo, el teorema de Picard garantiza

que las funciones definidas por:

{ uy € X arbitrario,

u, (t) =xo + fti f(s,u,_1(s))ds, paran e N. (2.8)

convergen uniformemente en [t — a,t + a] hacia una solucién exacta del problema
de valor inicial. Este método de aproximaciones sucesivas no es muy utilizado
en la practica debido a su alto coste computacional. Pero es interesante desde el
punto de vista tedrico; de hecho lo utilizaremos mas adelante.

Obsérvese que para que las aproximaciones puedan ser construidas no se
necesita que f sea Lipschitz — basta que sea integrable. Cabe entonces preguntarse
bajo qué condiciones sobre f se cumple que (u,,) converge hacia una solucién exacta
del problema de Cauchy (aunque, en principio, no haya unicidad de soluciones).

El siguiente ejemplo muestra que no podemos suponer que f es meramente
continua.

Ejercicio 2.3.4 Sea f una funcion continua de R x R en R tal que

2t, x> 2,

f(t’x)::{;t, z < 0.

Aunque no sea relevante, para los puntos (t,x) = X (t,t*)+(1 — X) (¢,0), A € [0,1],
(los puntos en el segmento que une (t,t*) y (¢,0)) la podemos definir mediante

Ftz) = A(=2t) + (1 — \) (2t).

Sea (u,) la sucesion de aprorimaciones sucesivas para to, o = 0 construidas a
0,0

partir de ug = 0. Demuéstrese que (u,) no posee ninguna subsucesion que converge

hacia una solucion del problema de valor inicial.

Solucion. Tenemos que
t t
uy () = / f(s,0)ds = / 2sds = %,
0 0
t t
us (t) = / f(s,8%)ds = / —2sds = —t,
Ot ’ t
ug (t) = / f(s,—s%)ds = / 2sds = 12,
0 0

En otras palabras,
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2, n impar,
un () = { —t? n par.

Claramente, cualquier subsucesién convergente de (u,) necesariamente lo hace
hacia £t2. Pero ninguna de estas funciones son soluciones de la ecuacién diferencial:

% (£t%) = £2¢ # F2t = f (¢, ££%) .



Capitulo 3

Sistemas Lineales

3.1. Ecuaciones lineales

En esta seccion recapitularemos algunos resultados esenciales concernientes a

la ecuacién lineal: ” 0
X (t) = Ax (t
1

{ X (O) = Xp, (3 )
donde A es una matriz cuadrada de dimension d con entradas reales.

El método de las aproximaciones sucesivas aplicado a f (x) := Ax muestra,
al ser f € C' (R?), que el problema de Cauchy (3.1) posee una tnica solucion.
Deduciremos a continuacion una féormula explicita para las soluciones de dicha
ecuacion.

3.1.1. CaAalculo a través del método de Euler

Tomamos ¢t € R y dividimos el intervalo [0,¢] en N partes iguales. Poniendo
h := t/N, definimos los vértices xy (hn), n = 0,..., N, de una curva poligonal
xn (8), s € [0,t], mediante:

xy (h(n+1)) —xy (hn)
h

Como vimos en la demostracién del Teorema de Cauchy-Peano, si ¢ es suficiente-
mente pequeno, las funciones xy convergen a una solucién de uniformemente
en el interval0 [0,¢]. En particular, x (t) = limy_.. Xy (%).

Ahora bien, se puede escribir también como:

xy (h(n+1)) = (Id+ hA)xy (hn),

= Axy (hn). (3.2)

con lo cual,

xy (hn) = (Id 4+ hA)" xy (0) .

35



36 Capitulo 3. Sistemas Lineales

Asi pues, denotando por x (t) la solucién exacta de (3.1)), tenemos
x(t) = lim xy (t) = lim xy (AN) = lim (Id + hA)N x
La expresion
” N
(Id + hA)Y = <Id + NA)

es bien conocida en dimensién uno. De hecho, para a € R la solucion exacta de
& = ax es precisamente e*. Por tanto, la convergencia de zy (t) a e da otra
demostracion del conocido hecho:

¢ N
3 __ at
J&T}m <1 Na> <

Algo similar ocurre en el caso general[l| Para verlo calcularemos la solucién utilzan-
do el método de las aproximaciones sucesivas.

3.1.2. Calculo a través del método de las aproximaciones
sucesivas

Definimos funciones xi (¢) utilizando la férmula recursiva del método de las
aproximaciones sucesivas:

¢
xx (1) :X0+/ Axy—1 (s) ds, k=12..
0

con X (t) = x¢. Hemos visto que, puesto que A es Lipschitz, se tiene que
x (t) = kh’m Xy (1) .

Es facil calcular por induccién:
xy (1) = —A’x.
Asi, puesto que la solucién al problema de valor inicial es Unica, tenemos:

N k
= g (10 ) x0m g D= G 09
j= 1

Daremos ahora un breve repaso al analisis en el espacio de las matrices.

IEstas son las dos formas més naturales de definir la funcién exponencial ef. Histéricamente,
la definicidn a través del limite 1im,, . oo (1 + %)n es anterior. Fue descubierta por Jacob Bernoulli
en 1683 en el contexto de sus investigaciones sobre el interés compuesto. El limite aparece como
un modo de describir el interés compuesto continuo, que en lenguaje actual se caracteriza por la
ecuacion diferencial & = x.
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3.1.3. Normas y convergencia en el espacio de matrices

Las matrices cuadradas d x d con entradas reales forman un espacio vectorial
real M, de dimensién d?. La cantidad:

A

JA[| ;= sup —= = sup [|Ax||
<20 X =1

es finita y define una normaP] sobre M. Més atin, se verifican las relaciones:
[Ax[| < [[A[[]Ix]l (3-4)
[AB|[ < [|A[l|1B]]- (3.5)
En particular, si una sucesién de matrices (By) verifica

lim ||By — A|| =0,
N—oo
entonces, como consecuencia de (3.4), se tiene para todo x, € R%:
lim BNXO = AX().
N—oo
El reciproco también es cierto.

Proposicién 3.1.1 Sea (B,) una sucesion en Mygy. Son equivalentes: i) Eziste
B € My tal que lim, . ||B, — B|| = 0 (convergen respecto a la norma ||-||).
i) Eviste B € My tal que lim,_ .. B,x = Bx para todo x € R? (convergen
puntualmente).

Demostracién. S6lo es necesario probar que ii) implica i). Sea S ! := {x € R? : ||x|| = 1}
la esfera unidad. Puesto que lim,_,. B,x = Bx para todo x € R, se sigue que

la convergencia es uniformesobre conjuntos compactos; en particular sobre S

Esto no es otra cosa que afirmar que

IBn — Bl = sup [[(B,—B)x||—0,  cuandon — oo.

xe84-1

*

2Una norma sobre un espacio vectorial E es, recuérdese, una aplicaciéon u € E + [0, 00) > ||ul|
que tiene las siguiente propiedades:

lu|| =0 siy sélosiu=0,

lu+ ol < [lull +[lvll,
[Aull = [A[flull,  para A € R.
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3.1.4. La exponencial de una matriz

La férmula explicita que hemos obtenido para las soluciones del problema de
valor inicial (3.1)) nos conduce a hacerla suguiente definicién. La matriz:

oo
1
=D oA
n=0 n

se denomina exponencial de la matriz A. Obsérvese que la serie converge abso-
lutamente: para todos N > M > 0 se tiene:

N

1
> A

n=M

N

1 n

n=M

y esta tltima cantidad converge a el cuando M =0y N — oc.
De hecho, utilizando la Proposicién y la identidad (4.2)) se deduce que:

t N [e’e) tj
’ - — Y AT — tA
Al <Id+ NA> Z 1 AR =e
]:
para la convergencia en norma.

3.2. Caélculo de ¢4

Generalmente, la féormula (1.7) no es el método més préctico para calcular
efectivamente las soluciones de una ecuacion lineal. A continuacion, presentamos
algunos métodos mas adecuados.

1. Si A es diagonal, esto es,

M O - 0

0 A 0
A= .

0 0 Ad

entonces el sistema X = Ax se escribe:

T = >\1$1,
Ty = >\2962,

i‘d = /\dﬂfd.
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Es claro que la solucion explicita es:
zy (t) = e™a (0), 2y (1) =225 (0), ... , x4(t) = e™ay(0);

0, en términos del flujo:

by (x) = e!x = (et)‘la: ceP2gy et dxd) )
Asi,
e 0 0
tAo
A _ 0 e 0
0 0 et

2. Si A es diagonalizable, es decir, si existe una base {u;,u,,..,uy} de R?
formada por autovectores de A:

Au1 = )\11,11, ALIQ = )\2112, ey Aud = )\dud

entonces podemos reducirnos al caso anterior. Comencemos tomando como
dato inicial xg = u un autovector de A. Entonces si Au = Au se tiene que

X (t) = eu
es la solucion del problema de valor inicial , puesto que
% (t) = Aeu = e Au = Ax (t).
Dado ahora x € R? lo escribimos como combinacién lineal de autovectores:

X0 = iUy + ... [bqUq.
Entonces
x (t) = e™Mppuy 4 ... + ePpguy

es la solucion correspondiente del problema de valor inicial )

3. A no es diagonalizable porque hay autovalores complejos. Supong-
amos que el polinomio caracteristico de A tiene una raiz compleja A € C con
Im\ # 0 — necesariamente entonces \ también es rafz. Visto que A puede
interpretarse como una aplicacién lineal de C? en C¢ existen u, v € R? tales
que

A(u+iv)
A(u—iv)

(u+v),

=A
=A(u—iv).
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Estas relaciones implican, escribiendo « := Re\ y 8 := ImA\, que

Au = aqu — (v,

Av = fu+ av.
Supongamos d = 2. En tal caso A y A son las tinicas raices del polinomio car-
acteristico de A. Los vectores u y v son linealmente independientes, puesto

que v # 0 (de lo contrario ImA = 0) y, si fuera u = pv entonces necesaria-
mente, uf3 + « seria un autovalor de A. La expresion

e (u + iv)

es solucion de la ecuacién diferencial. Tomando partes reales y complejas,
deducimos:

' (costfBu — sent3v) , ' (costBv + sentSu) (3.6)

son también soluciones. Son linealmente independientes, puesto que el deter-

minante de la matriz
pot - €O8 bt senf(t
—senft cos [t

es e®. Asf toda solucién de (3.1]) es combinacién lineal de (3.6]). Mds precisa-
mente, si
Xo = i+ pgv

entonces

x (t) = e (py costf + posent) u + €™ (—py sentf + pg costf) v
= e costf (pu + pav) + esent3 (pou — p1v).

. Si A no es diagonalizable; pero los autovalores son reales la situacién

es un poco distinta. Restrinjamonos nuevamente al caso d = 2. Supongamos
que A es una autovalor de A con multiplicidad 2; pero que el subespacio
propio asociado a A tiene dimensién uno (en particular, no existe una base
de R? formada por autovalores de A); sea u un autovalor. Entonces es posible
encontrar v # 0, linealmente independiente con u, tal que:

(A= Md)v =u.
Si ahora B es la matriz de columnas u y v tenemos

etA:BetJB—l
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siendo

oian (A1
J=B AB_(O A).

Un sencillo calculo muestra que:

o et)\ tet)\
e = 0 et)‘ .

En general, conviene retener que una solucién de la ecuacion lineal:
x = Ax
se escribe como combinacion lineal de términos de la forma
etReAp)\ (t)

donde A es un autovalor de A y p, (¢) es bien un polinomio, si A es real, bien una
funcion de la forma:
cos at + senfit,

siendo a = ReA y = ImA\.
Una forma sencilla de comprobarlo es utilizar el siguiente resultado de algebra
lineal: toda matriz A se puede escribir como

A=D+ N

donde D es una matriz diagonalizable y N es una matriz nilpotente (esto es, tal
que N* =0 para algin k > 0). Ademds, DN = ND.

En tal caso tenemos

etA — etDetN

donde e* se calcula como antes y

th Nk

eN =TId+tN + ..+ p
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Capitulo 4

Dependencia continua y
prolongabilidad

4.1. La desigualdad de Gronwall: un nuevo en-
foque a la unicidad

Una vez resuelta la cuestion de la existencia de soluciones, intentaremos averiguar
bajo qué condiciones — y en qué sentido — la solucién proporcionada por el Teorema
de Cauchy Peano es tinica. Recordemos que, en general, bajo la mera hipdtesis de
continuidad sobre f la solucién del problema de valor inicial no es Unica. Vimos
que un ejemplo de ello lo proporciona la ecuacién unidimensional:

i =/, z (0) =0.

No obstante, probamos en el capitulo 2, utilizando el método de las aproximaciones
sucesivas, que la solucion si es tinica si se impone que f sea localmente Lipschitz.
Este es siempre el caso si f es continuamente diferenciable.

Ejercicio 4.1.1 Sif € C* (U; Rd) entonces f es localmente Lipschitz.

Solucién: comprobemos que f es localmente Lipschitz. Sea B C U una bola
cerrada. Entonces, dados x,y € B se tiene, para cada componente j =1, ..., d,

0= 5 = [ h 0+ sx-y)ds

=/0 Vol (v + 5 (x—y)) - (x— y) ds.

43
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La expresién anterior esta bien definida por ser B convexo. Asf,
175 (%) = £ (Il < méx [V (2)]| 1 =y

*

Damos a continuacién una demostracién alternativa de la unicidad de solu-
ciones utilizando la desigualdad de Gronwall.

Proposicién 4.1.2 Supongamos que f es localmente Lipschitz. Si x1,Xo son dos
soluciones de la ecuacion
x(t) = f(x(1)),

definidas, respectivamente, en los intervalo Iy, I C R, y que satisfacen
x; (to) = %2 (tg), para algin ty € I} N Iy,
entonces necesariamente,
x1 (t) =x5(t), para todot € I, N L.

En otras palabras, dos soluciones de una ecuacion auténoma que coinciden
en un instante de tiempo, necesariamente lo hacen en su intervalo de definicién
comun. Este es un resultado de unicidad de soluciones del problema de valor
inicial: si x; y x5 satisfacen entonces necesariamente coinciden en cualquier
intervalo en que estén ambas definidas.

La demostraciéon se basaré en la version multidimensional de la desigualdad de
Gronwall:

Lema 4.1.3 (Desigualdad de Gronwall v2.0) Seax : I — R? continuamente
diferenciable y que satisface:

% ()] < B () x ()], (4.1)

stendo B : I — R continua y no negativa.
Entonces se tiene, para t,ty € I, cont > ty:

(0] < x () exp /B ()s).

Demostracién: Apliquemos la desigualdad de Cauchy-Swartz y la hip6tesis (4.1):

d

= Ix @l

2x (t) - % (t)

2 [l (@)1 @]
2B (t) |x (1)].

IAINA
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Podemos ahora utilizar el Lema del capitulo primero y obtener:

I OIF < x ()l exp / B(s) )

se concluye la demostracion tomando raices cuadradas. %
Demostracion de la Proposicion 4.1.2 Basta reproducir la de la Proposicion

141} 4

Un razonamiento completamente andlogo se puede aplicar al caso de una fun-
cién f (t,x) dependiente del tiempo bajo una hipdtesis més débil que la que pro-

porciona la Proposicién [4.1.2]]

Ejercicio 4.1.4 Pruébese que la conclusion de la Proposicion |4.1.2 sigue siendo
vdlida si f : I x U — R? es continua y localmente Lipschitz en X siempre que las
constantes L estén localmente uniformemente acotadas en t.

Por ejemplo, si f(t,x) = ¢ (t) g(x) entonces la hipétesis anterior se satisface
st @ es continua y g Lipschitz.

4.2. La desigualdad de Gronwall: dependencia
continua del dato inicial

Utilizaremos la desigualdad de Gronwall para demostrar un estimacién de con-
tinuidad respecto del dato inicial.

Proposicién 4.2.1 Sea f : U C R? — R? localmente Lipschitz. Sea K C U
compacto y L la constante de Lipschitz de £ en K. Dadas dos soluciones x1,Xs :
[to, t1] — K de la ecuacion diferencial:

x =1f(x),
se tiene
lea (2) = x2 ()] < [l (t0) — %2 (to) ]| €%,
para todo t € [to, t1].
Demostracién. Sea z := x; — Xy. Se tiene para t € [to, 1]
1z @) < I G (1) = £ (x2 ()]

< L (8) = x2 (8]

= Li=z@®)]
Aplicando la desigualdad de Gronwall (Lema [4.1.3)) concluimos la demostracion.
*

!Bien entendido, cuando el problema de valor inicial asociado a f (¢,x) se formula como un
sistema aunténomo nadiendo una variable adicional.
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4.3. La desigualdad de Gronwall: dependencia
continua del campo de vectores

Para demostrar nuestra ultima version de la desigualdad de Gronwall nece-
sitaremos dos resultado preliminares interesantes por si mismos.

Lema 4.3.1 Sean A > 0 y u, B : [a,b] — R funciones continuas y no negativas
que satisfacen para todo t € [a,b] la desigualdad

u(t)§A+/ B (s)u(s)ds.

u(t)gAexp</:B<s)ds>.

Solucién:. Como B (t) es no negativa podemos escribir:

Entonces:

%(A—F/:B(s)u(s)ds) = B(t)u(t)
< B(t) (A+/:B(s)u(s)ds).

Supongamos que A > 0 (si A = 0 el resultado se prueba sumando en primera
instancia € > 0 a la parte derecha de la desigualdad y pasando al limite ¢ — 0T).
Entonces:

%log (A+/:B(s)u(s)ds) < B(t),
log (A+/;B(s)u(s)ds) glog(A)—i—/atB(s)ds,

u(t)gA+/:B(s)u(s)dsgAexp (/:B(s)ds),

como queriamos demostrar. v

Lema 4.3.2 Sea x : [to,t1] — R diferenciable. Entonces, para todo t € [ty t;] se
tiene:

I (O < I (o) +/t 1% (s)]| ds.
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Demostracioén.

[x @ =[x o)l < Ix @) =[x o)l
< Jlx(8) = x (%)
= ’/t:)'((s)ds
< [xeas

*

El Lema admite la siguiente til generalizacién.

Teorema 4.3.3 (Desigualdad de Gronwall v3.0) Sea g (t,s) una funcion defini-
da en [to,t1] X R, localmente Lipschitz en s y p(t) la unica solucion, que supon-
dremos definida en [to, t1], de

{ p(t)=g(t,p())
p (to) = po-

Six : [to, t1] — R satisface
[ <g@Ix®I),  lx)l < po,
entonces se tiene, para t € [to,11],
[x @) < p(t).

Es facil comprobar el Lema [4.1.3| es un caso particular de este Teorema. Basta
considerar g (¢, s) := B (t).
Demostracién. Definamos

t.:=sup{t € [to,t1] : ||x(7)|| < p(7) para T € [t,t]}.

Suponiendo que t, < t; llegaremos a una contradiccion. Comencemos observando
que, debido a la continuidad de ||x|| y p y al hecho que t, es maximal, necesaria-
mente

[x (E)ll = p (L), (4.2)
y que existe € > 0 tal que:

Ix@l > p(t),  parate (t,t +el. (4.3)
El Lema implica:

Ix (O < HX(t*)IH/t 1% ()l ds < I (£.)] +/t g (s, x (s)I]) ds;
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mientras que, por hipotesis,

p@=mm+[g@mmm.

con lo que, para t € [t,,t, + €| tenemos, teniendo en cuenta (4.2 y denotando por
L a la constante de Lipschitz de g en un compacto adecuado,

Ix @) =p ) < /[9(87IIX(S)II)—9(87,0(8))]d8

t

SL[WMM—MM%
=L[mﬂw—mmw.

Podemos ahora, utilizando (4.3)), aplicar el Lema m y concluir que:
%t + )l = p(t + ) <0,

lo cual es una contradiccion. %
Utilizaremos esta versién de la desigualdad de Gronwall para demostrar un
resultado de continuidad respecto del segundo miembro de la ecuacion.

Proposicién 4.3.4 Sean f;, £, funciones continuas de U C RY en R? con f; local-

mente Lipschitz. Sean x1,Xs : [to,t1] — K donde K C U es compacto, soluciones
de:

).(1 = fl (Xl) s ).(2 = f2 (Xg) .
Sea L la constante de Lipschitz de f; en K. Si para cierto € > 0 se tiene
1f1 (%1 (£) — 2 (x2 ()| <&, t€[to,ta],

entonces

_ £
%1 (1) — x5 (8)]| < ||x1 (to) — X2 (to) ]| e F 4 =

7 (e(t—to)L _ 1) )

para todo t € [t, t].

Demostracion. Sea z := x; — X,; procediente como hicimos anteriomente
obtenemos:

1z (I =l (1)) = £ (x2 (1))
< [f (e (8) = f1 G ()] + 2 G (2) = £2 (2 (1)) ]
< Liz@®)] +e.
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Apliquemos ahora el Teorema con g(t,s) := Ls+ ¢y p dada por:

pt)=Lp(t)+e,  plto) = Illz (o)l

Tenemos entonces:
1 () = x2 (O] = [z (O] < p(2)-

Para concluir sélo basta darse cuenta de que:

p(t) = 0z (to)| + [ Iteds

—

to

= ||z (to)|| e TTE — — (1 — elTI0LY .

<
L
*

4.4. Soluciones maximales

Abordaremos en esta seccion la cuestién de la prolongabilidad de las solu-
ciones de una ecuacion diferencial. Ante todo, recordemos que el Teorema de
Cauchy-Peano garantiza la existencia de una solucién del problema de valor inicial
definida en un intervalo de la forma [ty — a, ty + a], siempre que a verifique

r

a = 7 )
méx || (x)
xEB(x0;r)

para 0 < r < dist (xo, 0U).

Suponemos en lo que sigue que f es localmente Lipschitz. Estamos, por tanto,
en el contexto en que se puede aplicar la Proposicién y garantizar que las
soluciones son localmente tinicas. Como vimos considerando f (z) = z y zo = 0,
puede suceder que exista una solucién X (t) de definida en un intervalo
I mayor que [tg — a,to + a]; ahora bien, la Proposicién m garantiza entonces
que dicha solucién ha de coincidir necesariamente con la solucién x (t) dada por
el teorema de Cauchy-Peano en el intervalo [ty — a,ty + a]. En otras palabras,
necesariamente, X (t) prolonga a x(t). Cabe pues preguntarse cual es el mayor
intervalo sobre el cual se puede prolongar la solucién x (¢). Ya vimos en el capitulo
anterior que las soluciones no constantes de la ecuacién # = z? no se pueden
prolongar a toda la recta real. Examinaremos en detalle la situacion analoga en el
caso multidimensional.

Sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos a considerar el tiempo inicial
to == 0

Sea Iy, la unién de todos los intervalos I C R que contienen a t = 0 y para los
cuales existe una soluciéon x : I — U del problema de valor inicial .
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Lema 4.4.1 I, es un intervalo abierto y existe una unica solucion de
definida sobre I,. Mas ain, es el mayor intervalo de R en el que se puede definir
una solucion de .

Demostracién. Es claro que Iy, es un intervalo, ademas es no vacio debido al
Teorema de Cauchy-Peano. Si x1, X5 son soluciones de definidas respectiva-
mente en intervalos Iy, I que contienen al origen entonces, al ser x; (0) = x2 (0),
la Proposicién [£.1.2) garantiza que x1|1,n1, = Xa|nnp,- Por ello, la férmula:

. Xl(t> Sitell,
X(t)_{x2(t) sit € Iy,

define correctamente una funcién x : Iy Ul — U que necesariamente es solucién de
. Este procedimiento de pegado de soluciones, permite definir correctamente
una solucién en todo Ix,. La propia definicién de Iy, implica que es el mayor
intervalo en el que se puede definir una solucion.

Veamos ahora que I, es abierto. Si no lo fuera, entonces contiene al menos
uno de sus extremos finitos ¢, € Iy,. Sea y : [t. — a,t. + a] — U la solucién de

y=1f(y), y{t)=x(t)eU

Entonces tenemos x (t) = y (t) para t € [t. —a,t, +a] N Iy, y podriamos
pegar las soluciones x e y para obtener asi una soluciéon definida en un intervalo
mayor que Iy,, lo cual es absurdo. %

Nos referiremos en lo que sigue a la solucion de definida sobre el intervalo
I, como a una solucién maximal.

Es muy importante resaltar que el intervalo Iy, depende fuertemente el dominio
de definicion U de f que estemos considerando. Si examinamos la ecuacion

&= f(z)

con f (x) = x con dominio de definicién U = R, obtenemos que para todo xy € R
se tiene I,, = R. Si ahora consideramos la funciéon f anterior definida en U =
(—2,2), entonces la solucién de la ecuacién diferencial & (t) = z (t) que satisface
z(0) = 1 es precisamente x (t) = e'. Claramente, z (t) € U sblo si t € I} =
(—o0,log 2).

Intentaremos ahora entender cuando Iy, coincide con R.

Proposicién 4.4.2 Sea xg € U yx: Iy, = (1—,7+) — U la solucion maximal de
(PVI). Supongamos que 7+ es finito. Si x (t) permanece acotada para t € [0,74)
entonces necesariamente se acerca a la frontera de U :

dist (x (¢),0U) — 0, cuando t — T4.
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Un resultado analogo vale si 7_ es finito. En particular, si U es acotado entonces
toda soluciéon maximal para la que se tiene 7, < 0o necesariamente se acerca a QU
cuando t — 7.

Demostracién de la Proposicién Supongamos que no es asi. Sea pues
(t,) una sucesién en [0, 7, ) que converge a 74 para la que

dist (x (t,,) ,0U) > r > 0.
Consideremos ahora la solucién y,, del problema de valor inicial

{yn:f(yn>7

Vo (tn) = x(t,) .
Dicha funcién esté definida en el intervalo [t,, — a,,t, + a,], donde, recuérdese,

r

méXB(x(tn);r) Hf (X) H .

ay, =

Como (x (t,,)) es una sucesién acotada, también lo es el conjunto:

Q= U B (x(ty) ;7).

neN

Claramente, Q C U y para todo n € N,

O<a=———+——<ay,.

Asi pues, las soluciones y,, estan definidas en intervalos de longitud al menos 2a.
La Proposicién [4.1.2] garantiza que x (t) =y, (t) para t € [t, — a,t, + a] N Iy,; si
ng es suficientemente grande, al ser 1im,, ., t, = 71, tenemos que

tno +CL > 7'+,

y por tanto pegando x e y,, se obtendria una solucién de (PVI) definida en un
intervalo mayor que Iy,, lo cual es imposible. %
Es importante observar que, de hecho, hemos demostrado lo siguiente:

Corolario 4.4.3 Con la notacion de la Proposcicion st T, < 00 entonces
todo p € R? obtenido como un limite

p= lim x(¢,),

ty,—00

para cierta sucesion t, — T., es necesariamente un punto de la frontera de U.
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De la demostracién de este resultado se extraen dos consecuencias inmediatas
en el caso U = R? (ahora U = 0):

Corolario 4.4.4 Supongamos U = RY.
i) Si x es una solucion mazimal acotada entonces necesariamente I, = R.
ii) Si X es una solucion mazimal con T, < 00 entonces necesariamente

lfm ||x ()] = cc.
t—T14

Una aplicacién de la Proposicién la ilustra el siguiente ejercicio:

Ejercicio 4.4.5 Supongamos f : R? — R? es localmente Lipschitz y ||f (x)]| <
B||x|| + A para todo x € R?. Pruébese que las soluciones mazimales de

x =f (x)

estdan definidas en todo R.

Solucién: Supongamos que no es asi; existe un xy € R? para el que el intervalo
I, = (7— 1) tiene uno de sus extremos finitos. Supongamos, para fijar ideas, que
74 < oo. El Corolario [£.4.4) implica que

lim ||x (t)]] = 0.
t—T1p

Veamos que esto no puede tener lugar. Por hipdtesis,
X @) < [If (x @) < Bllx#)[ + A

La desigualdad de Gronwall, en la forma presentada en Teorema [4.3.3|implica que,
para t € [0,7y),

A A A
I ()] < & lxoll + 5 (e ~ 1) < (HXOH + E) P - 2,

lo cual implica que ||x (¢)|| es acotada, contradiciendo que 7 < co. %

Esta misma estrategia permite probar, utilizando la forma general de la de-
sigualdad de Gronwall (Teorema [£.3.3), lo siguiente: si ||f (x)|| < g (||x]|) vy las
soluciones de la ecuacion diferencial p = g(p) estdn definidas para todo t € R
entonces las soluciones de x = f (x) también lo estdn.
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Ejercicio 4.4.6 Consideremos la ecuacion del péndulo:
0 + senf = 0.

Definamos:
1
H(0,p) = ol + cose.

i) Pruébese que si 0 (t) es una solucion de la ecuacion entonces H (9 (t) ,0(15))

es constante. _
ii) Concliyase que si H (9 (0),0 (O)) < 1 entonces la trayectoria esta definida

para todo t € R.
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Capitulo 5

Introduccion a la teoria
cualitativa

5.1. Fluyjo

En esta seccion introduciremos algunas nociones geométricas que serdn muy
utiles a la hora de representar las soluciones de una ecuacion diferencial. Comen-
zamos introduciendo una aplicacion que manda un dato inicial xq al valor en el
instante t de la correspondiente solucion. Esta forma de considerar las soluciones
colectivamente — codificadas a través de una tnica aplicacién — puede resultar con-
fusa en un principio. Veremos mas adelante como este enfoque que proporciona el
marco conceptual y analitico adecuado para abordar numerosas cuestiones.

Sea f € C! (U ; Rd) con U C R abierto. Como hicimos en el capitulo anterior,
denotamos por I, al intervalo maximal sobre el que se puede definir la solucién
de

x =1f(x), (5.1)

x (0) = xo. (5.2)

Llamaremos flujo de f a la aplicacién que a xg € U y t € I, asocia el valor de la
solucién del problema de valor inicial (5.1)), (5.2)) en el instante ¢,

o (X0) :=x(t).
Naturalmente, ¢ esta definida en el conjunto
Q= | Iy x {xo},
xo€eU
y, para todo (t,x) € €,
0
E@ (x0) = £ (¢4 (x0)) o (%0) = Xo.

25
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Obsérvese que si t, s € Iy, y t + s € Iy, entonces se tiene:

Gris (%0) = @1 (P (X0)) - (5.3)

Esto es una consecuencia directa de la unicidad de soluciones del problema de valor
inicial asociado a [l

Obsérvese también que para definir ¢ sélo es necesario que el problema de valor
inicial , posea una unica solucién maximal sea cual sea xy € U.

Una consecuencia importante de la identidad es la siguiente.

Lema 5.1.1 Sea ty € R tal que ty, —ty € Ix, para todo xoy € U. Entonces
O U —=U

es biyectiva y continua. Ademds, (¢t0)_1 = ¢_4,; en particular, ¢y, es un homeo-
morfismo de U.

Demostraciéon: la hipdtesis que hemos hecho sobre t; garantiza que ¢y, v ¢4,
estan bien definidas como aplicaciones de U en si mismo. La continuidad de estas
aplicaciones se basa en la Proposicién del capitulo anterior, que afirma que,
para Xg,yg € U, existe L > 0 tal que

|¢to (XO) - tho (YO)| < etOL |X0 - y0| :

Por dltimo, aplicando ([5.3) obtenemos:
X = ¢0 (XO) = ¢t0*t0 (XO) = (bto (¢7t0 (XO)) = ¢7t0 (¢t0 (XO)) ’

con lo que ¢y, y ¢, son inversas una de la otra. %

Es importante observar que la conlusion del lema es cierta si f es tinicamente
continua siempre que haya unicidad de soluciones. De hecho, utilizando los teore-
mas de Cauchy-Peano y de Ascoli-Arzela es facil probar el siguiente resultado.

Lema 5.1.2 Supongamos que f € C (U; Rd) y que las soluciones de ,
son unicas. Entonces, sity es como en el Lema entonces ¢y, : U — U es una
biyeccion continua con inversa continua.

'La identidad (5.3 simplemente expresa que
x(t+s)=y(t)

siendo x la solucién de , e y la solucién de la ecuacién diferencial que satisface
v (0) = ¢s (x9) = x (s). Para comprobar que se verifica la igualdad anterior, basta considerar la
funcién y (1) := y (7 — s). Claramente, ¥ es una solucién de la ecuacién diferencial que verifica
¥ (s) = x(s). El teorema de unicidad de soluciones garantiza que x (1) = ¥ (7) para todo 7 € Ix,,
en particular, x (t + s) =y (t + s) = y (s) como queriamos demostrar.
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Demostremos ahora una generalizacién de lo visto hasta el momento.

Teorema 5.1.3 Supongamos que se satisfacen las hipotesis del Lema Y que,
ademds, f € CF (U;Rd). Entonces ¢y, : U — U es un difeomorfismo de clase
Ck1[

Utilizaremos el método de las aproximaciones sucesivas para probar el siguiente
resultado de diferenciabilidad respecto del dato inicial.
Demostracion. Comencemos demostrando el resultado para k = 2. Supongamos
en un primer momento que la conclusion es cierta, esto es, que ¢; es diferenciable
con derivadas parciales contiuas. Pongamos

y (tx) = ¢ (x),

formalmente — esto es, suponiendo que se puedan intercambiar la derivada en x y
en ¢t — obtenemos la siguiente ecuacién diferencial para Dy (¢;-),:

d
Dyx =D (dt ) =D (foy), = DfyxDy (t;+),

con

Dy (0;-), =1d.

Obsérvese que, con todo, para todo x € U, el sistema,

y (%) =1f(y (%)),

Y (t;x) = Dfy()Y (£;%), (5.4)

y (0;%) =x,Y (0;x) = 1d,
tiene una tunica solucién (y (t;x),Y (£;x)), puesto que la aplicacién (f (x), Dfy)
es de clase C! en U x R*. Mds aun, tenemos que el método de las aproxima-
ciones sucesivas produce una sucesion (y, (t;x);Y, (t;x)) de funciones que con-

verge uniformemente hacia una solucién exacta de (5.4). Un ejemplo de dichas
aproximaciones son las dadas por:

¥ <tx>—x+/ (¥nor (%)) ds,

Y, (t;x) Id—i—/Dyn L(sx) Y1 (85%) ds,

| Yo (t;x) =x, Y (;x) =1d.

2Recuérdese que una aplicacién ¢ : U — V, donde U,V C R? son abiertos, es un difeomor-
fismo de clase C¥ si y sélo si es biyectiva y ¢ € C* (U ; Rd). El Teorema de la Funcién Inversa
garantiza entonces que p~! € C¥ (V;Rd).
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Claramente Dy (¢;-), = Id = Y{ (¢;x). Veamos por induccién que esto es cierto
para todo n € N. Supongamos que los es para 0,1,...,n — 1. En ese caso,

Dy, (t;-), —Id-l-/ Df (yn—1(s;+)), ds
—Id+/ Dfy, (s Dyn—1(s:") ds

_Id+/ Dfy, (s Yn—1 (s;x)ds

Tenemos pues que y, (t;x) converge uniformemente hacia la tinica solucién de

{Sf(t;X)Zf(,V(t;X)),
y (0;x) = x.

Por otro lado, la sucesién de diferenciales Dy, (¢;-), =Y, (;x) también converge
uniformemente hacia cierta funcién Y (¢;x). Necesariamente se tiene que ¢ (x) =
y (t;x) es diferenciable y

Dy (t;-), = D (1), = Y (t;%).

La demostracion del caso correspondiente a k > 2 se concluye mediante un sencillo
argumento por induccion. %

Observacién 5.1.4 Es posible probar que la conclusion del Teorema sique
siendo vdlida si f € C*1 (U; Rd) (en lugar de k veces diferenciable).

Concluimos esta secciéon con una bonita aplicacién geométrica del teorema
anterior.

Lema 5.1.5 (de Morse) Sea f € C? (Rd). Supongamos que para dos valores
reales a < b los conjuntos de nivel f~1(a) y f~'(b) son no vacios. Si se tiene
que |V f (x)|| > m > 0 para todo x € f~*([a,b]) entonces f~(a) y f~(b) son
difeomorfos.

Demostracion. Consideremos el campo de vectores
1

X (x) := WV}” (x) .

Sea U C R? un entorno abierto de f~'([a,b]) sobre el que se siga teniendo la
estimacién ||V f (x)| > m > 0. Entonces X estd bien definido y es de clase C!
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sobre U. Tomemos xo € f~! ([a,b]); entonces si x () es la solucién del problema
de valor inicial:
x =X (x), x (0) = xo,

se tiene que, para t suficientemente pequenio, x () € U y, para dichos valores de ¢

d
ZF X)) =Vfx®) X (x@)=1,

es decir,
fx (@) = f(x(0) +t.

En particular, si xg € f~! (a) se tiene x (t) € f~!(a+t) para t suficientemente
pequeno. De hecho, la identidad anterior garantiza que la solucién x (¢) esta defini-
da en ¢t € [0,b— al. Si no fuera asi, y x(t) sélo estuviera definida para t € [0,0)
con § < b — a entonces, visto que x (t) € f~! ([a,b]) siempre dista de OU mds que
una constante positiva, se tiene que lim;_s ||x (t)|| = oco. Pero esto es imposible,
puesto que

X @) = [IX x@®) < 1/a,

por lo que, para t € [0,0)
[x (O] < [[xoll + t/a < |[x0]| + 0/cr.

*

5.2. Orbitas

Introducimos a continuacién la nociéon de érbita a través de un punto. Se
trata simplemente de la curva del espacio que recorre una solucién de la ecuacion
diferencial.

Mas precisamente, definimos, dado un punto xy € U, la érbita positiva de
X como el conjunto:

Oy, = {6 (x0) : t € I, t = 0};
andlogamente, llamaremos érbita negativa de xq a

Oy, =1t (x0) @ t€ Ly, t<0}.
Finalmente, la érbita de x; sera:

Ox, == OF UOL .
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[lustremos estos conceptos en el sistema lineal mas simple:
T(t) =ax(t), a>0.
Tenemos f (z) = ax para x € R. El flujo de f viene dado por:

by (z0) = e™xp.

Claramente, tenemos:
(0,00), x>0
Oazo = {0} o = 0
(—OO7 0) To <0

Vemos pues que distintos datos iniciales zy pueden dar lugar a las mismas orbitas.
Las 6rbitas son bien intervalos, bien puntos (este siempre es el caso para sistemas
unidimensionales); este sistema sélo posee tres érbitas distintas.

En dimensiéon uno, las érbitas tienen una estructura muy sencilla. O bien de-
generan en un punto (soluciones de equilibrio), o bien son la imagen de un intervalo
abierto por una aplicacién diferenciable y mondtona (son difeomorfas a R).

En varias dimensiones, la situacion es un poco mas compleja.

Teorema 5.2.1 Sea Oy, una orbita de £. Entonces se tiene una unica de estas
posibilidades:

i) Ox, = {X0}; esto es, xg es un punto de equilibrio.

ii) Ox, no se corta a si misma; en otras palabras,

tely, = U3¢ (x0) es inyectiva.

iii) Ox, no se reduce a un punto; pero se corta a si misma. En este caso, se
tiene que Ox, es una curva cerrada simpleﬂ

La demostracion de este resultado sera consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 5.2.2 Sea x(t) una solucion mazimal de X = f (x) que toma dos veces el
mismo valor:

x (t1) = x (ta), con ty # to,

entonces necesariamente x (t) es periddica de periodo ty —to (en particular, Iy, =
R).

3En otras palabras, Oy, es homeomorfa al circulo S!.
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Demostracién. Sea y. (t) := x(t+ 7). Claramente, si I, = I, — T entonces
v+ : I, — U es una solucion de

x=f(x),

que satisface y, (t;) =x (t1 + T) = x (t2) = x (t1). Por tanto, por la maximalidad
de x necesariamente tenemos I, C Iy, (de lo contrario, y, prolongarfa a x). Como
consecuencia de esto se tiene que Iy, = (—00,b) y

yi(t)=x({t+T)=x(t), t<b.

Definiendo ahora y_ (¢) := x (¢t + T') y observando que y_ (t2) := x (t2), podemos,
razonando como antes, deducir que I, = (a,00) con loque Iy, =Ry x(t+T) =
x (t) para todo t € R. %

Lema 5.2.3 Si~vy: R — U es continua, periddica y no constante, entonces posee
un periodo minimo T > 0.

Demostracién. Supongamos que esto no es asi. Sea P C [0,00) el conjunto de
periodos de . Sea T" = inf P. Necesariamente T' € P, puesto que, tomando T}, € P
tal que lim,,_ ., T,, = T obtenemos, para todo t € R,

yt+T)= lm vy (t+T,) =~(t).
Asi pues tenemos que T' = 0; en este caso, dado n € N, todo t € R puede escribirse
de la forma:

t=t,+ k.71,

donde t,, € [0,T},) v k, € Z. Se sigue que 7 (t) = v (t, + k,T,,) = 7 (t,). Tomando
limites cuando n — oo deducimos que v (¢) = lim, o 7 (t,) = 7 (0), es decir, que
v es constante.

Con estos dos resultados en mente, podemos probar que se Oy, es una érbita
que se corta a si misma y no degenera en un punto entonces verifica:

teR —U> ¢ (x9) es T-periddica,

para cierto T" > 0. Ademds, si T es el periodo minimo, se tiene que ¢; (xg) es
inyectiva sobre [0,7") (si no fuera asi, el Lema garantizarfa la existencia de
un periodo estrictamente mas pequeno que T') y, por tanto, que Oy, es una curva
cerrada simple.



62 Capitulo 5. Introduccién a la teoria cualitativa

5.3. Diagrama de fases
Es importante observar que, si dos orbitas se cortan,
Ox, N Oy, # 0

para ciertos xg,yo € U entonces necesariamente coinciden Oy, = (’)yoﬂ

Llamaremos diagrama de fases de f a la particion de U por érbitas de f.
Dicho de un modo mas informal, el diagrama de fases es la descripcion de todas
las trayectorias del sistema sin tener en cuenta su parametrizacion. Dedicaremos
esta seccion a mostrar distintos resultados que permiten obtener informacion sobre
el diagrama de fases de una ecuacién dada.

5.3.1. Reparametrizacion

Un cambio de parametro o reparametrizaciéon es una aplicacion mondétona
y derivable entre dos intervalos de la recta real:

o:J—1.

Cuando se aplica un cambio de pardmetro a una solucién x (t) de la ecuacién
diferencial x = f (x) tenemos que la funcién y (s) := x (o (s)) satisface la ecuacién
diferencial:

y(s) =o' (s)f(y(s)). (5.5)

Un cambio de paramtetro tiene por efecto que el campo de vectores venga afectado
por un factor que dilata o contrae las velocidades. Esta observacion es la clave del
siguiente resultado, que muestra como, mediante un cambio de pardmetro, se puede
simplificar una ecuacion diferencial.

Lema 5.3.1 Sea p : RY — R una funcién escalar, continua y que no se anula.
Dada una solucion x (t) del problema de Cauchy

x(t) =px@)Ex),  x(0)=x, (5.6)

4Haremos la demostracién suponiendo que el flujo de f estd definido en R x U. Supongamos
que ¢y, (X0) = ¢, (yo). Entonces, escribiendo to = t1 + r tenemos

TS (XO) = @t 4r (YO) = ¢y, (¢r (YO))-

Aplicando ahora ¢_;, a ambos lados obtenemos:

Xp = (br (yO) .

Como Oy, (yy) = Oy, concluimos el resultado.
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es posible encontrar un cambio de pardmetro o tal quey (s) :=x (o (s)) es solucion
de

y(s)=~£(y(s), y(0)=x
Demostracién. Sea x : [ — U una solucién de (5.6)). Considérese la aplicacién,
definida para t € I:

Claramente, 7 (0) =0y

T (t) = p(x(t) # 0,
con lo que 7 define un cambio de parametro, en particular, la funcién inversa o :=
77! estd bien definida sobre J := 7 (I). Pongamos y (s) := x (¢ (s)); utilizando la
identidad deducimos,

y(s)=0"(s)p(y(s)f(y(s))

—_

=f(y(s)),

ademds, visto que o (0) = 0 tenemos necesariamente y (0) = x(0) = xg, como
queriamos demostrar.

En consecuencia, los campos de vectores pf y f tienen las mismas orbitas. Este
tipo de argumento es bastante flexible; de hecho, permite obtener el diagrama de
fases de un campo pf a partir del de f incluso cuando p se anula.

Ejercicio 5.3.2 Dibujese aproximadamente el diagrama de fases del sistema

{f’czw(y2—x)

y=—yy* —x)

e indiquese el sentido de cada trayectoria. Indicacion: utilicese, cuando sea posible,
la reparametrizacion del Lema|5.5. 1.

Como consecuencia directa del Lema [5.3.1] es posible probar lo siguiente:

Lema 5.3.3 Sea f : R — R? localmente Lipschitz y xo € R?. Entonces, la unica

solucion de .

S R
Y= rEmrt Y

y (0) = xo € R?
estd definida para todo t € R. Ademds, existe o : R — R derivable y estrictamente
mondtona tal que y = x o o, siendo X la solucion de

x(t)=f(x(1), x(0)=x.
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Dejamos la demostracién a cargo del lector. Obsérvese que el resultado anterior

~1
expresa, en particular, que las érbitas de f y de (1 + ||f||2) f coinciden. Asi pues,
efectos de drbitas, y en el caso U = R?, podemos restringirnos considerar sistemas

cuyo flujo estd definido en todo R x U.

5.3.2. Cambios de coordenadas

Comencemos con dos ejemplos que ilustran la filosofia de lo que pretendemos

llevar a cabo en esta seccién.
1. Un modo de calcular las soluciones de

& =zlogw, z(0) =z € (0,00) .
es introducir, dada una solucién z (t), la curva:
y(t) :=logz(t).
La funcién y satisface

 (t)

() = g () = S5 = loga () =y (0).

dt x(t

Por tanto,
y (t) = e'yo, Yo = log o

y, necesariamente, z (t) = log™ 'y (t) = expy (t) satisface
x (t) = exp (etyo) = exp (et log xo) )
2. El problema de valor inicial para la ecuacion
r+x=0

puede escribirse como el de un sistema de primer orden:

i=p,  p=-z,  (2(0),p(0) = (z0,p0)

Escribamoslo en coordenadas polares. Sea

h(r,0) = (hy(r,0),hy (r,0)) := (rcosf,rsenb),

definida para r € (0,00) y 0 € (—m, 7). Supongamos que

x(t)="hy(r(t),0(t) =r(t)cosb(t),

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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Claramente,
(5 <o (5)
= (ol o) ) (50 )
Por tanto,
( 28 ) = (Dhaow) ( ﬁgg ) = (Dhaowy) ( _?91;(2) )

_ . 0
= (Dhew.ow) ( L (r(8).6(1) )
_ L r(t)cost(t) r(t)send (1) r(t)send (t)
o\ —senf(¢) cosf (t) —r (t) cos @ (t)
B 0
=\ )
De aqui deducimos que
T(t) =To, Q(t) = —t—f—go,
donde r¢ y 0y estan por determinar. Por tanto,

x(t) = rocos (—t + 6p) , p(t) = rosen (—t + 6y)

(20, p0) = h (r0,00) = ro (cos By, senby) .

De aqui se sigue que

(ro,00) = h™" (0, po) = (\/ x} + p3, arcsen \/ngpg> :

En definitiva, aplicando un cambio de variables h a las soluciones de una
ecuacién hemos obtenido soluciones de otra ecuacién més sencilla. Como h~1
estd bien definida, podemos invertir el proceso y deducir informacién sobre las
soluciones de la ecuacion original.

Esta filosofia se puede aplicar en un contexto general. Sea h : V — U un
difeomorfismo entre dos abiertos de R (en el ejemplo anterior, d = 2, V = (0, 00) X
(—m,m) y U =R*\ {(z,0) :  <0}). Recuérdese que la diferencial Dhy de una
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aplicacién h de un abierto de R%n R¢ en un punto y es la aplicacién lineal dada

El teorema de la funciéon inversa garantiza que el hecho de que Dhy sea invertible
es equivalente a que h sea inyectiva en un entorno de y.
Sea x (t) la solucién del problema de valor inicial:

(1) =f(x(t), x(0)=x€U.

y pongamos
x(t) =h(y (),
para cierta y (¢) a valores en V. Entonces,
X (t) = Dhywy (t),
es decir,
. -1, -
Y (t) = (Dhyw)  %(t) = (Dhy)
En otras palabras, escribiendo
g(y) = (Dhy) " £ (h(y)),
hemos demostrado que y (t) = h™! (x (t)) es solucién de:
yt) =gy (), y0)=hr"(x)eV.

En particular, acabamos de probar el siguiente resultado.

1

£(x(t) = (Dhy) " £ (h(y (£))-

Proposicién 5.3.4 (Cambio de coordenadas) Sea h:V — U un difeomorfis-
mo entre los abiertos UV C R®. Sea f € C* (U;Rd) yxo € U. Seay la unica
solucion mazximal del problema de valor inicial:

§(1) = (Dhy) £y (). y(0)=h"(x) € V.
Entonces x (t) := h (y (t)) es la dnica solucidn mazimal de
x(t) =f(x(1)), x (0) =xg € U.
Dicho de otro modo, si ¢; es el flujo de f entonces:
Yy =hlop,0h
es el flujo del campo de vectores:
g(y) = (Dhy) ' E(h(y), yeV

Ejercicio 5.3.5 Dibujar aprozimadamente el diagrama de fases de

T =y,
y = logx.
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5.4. Estructura local de las o6rbitas

Hemos visto que el diagrama de fases de una ecuacion sélo puede constar de
orbitas periddicas, érbitas difeomorfas a la recta real u 6rbitas que constan tinica-
mente de un punto. A continuacién analizaremos la estructura local del diagrama
de fases en torno a un punto Xg; veremos que si dicho punto no es un equilibrio
del sistema, entonces las érbitas cercanas a xg son localmente difeomorfas a R.

Teorema 5.4.1 Seaxq € U tal que f (x0) # 0. Entonces existe un entorno Q C U
de x¢ y un difeomorfismo h : V — §, siendo V' un entorno del origen tal que

(h_l © ¢t © h) (yla "'7yd) = (yl +t7y27 "'ayd) :

En otras palabras, existe un cambio de coordenadas en torno a xy que trans-
forma la ecuacién diferencial X = f (x (¢)) en la ecuacién

91:17
92:07
g = 0.

Demostracion: Para fijar ideas, supongamos d = 2. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que xg = 0y f; (0,0) # 0; de no ser asi basta aplicar una traslaciéon
y una permutaciéon de las variables. El cambio de coordenadas se construira uti-
lizando las trayectorias de la ecuacion:

h(yi,12) = o (0,92) .

Obsérvese que h transforma las rectas yo = a en las 6rbita O q). Veamos que h es
un difeomorfismo en un entorno del origen. Para ello, comprobaremos que Dh )
es invertible. En primer lugar,
0 d

—h(0,0) = —¢; (0,0) |4=0 = £ 0,0)) =£(0,0).

5, (0.0) = 60 (0.0) 10 = £ (60 (0.0)) = £ (0.0
Por otra parte,

0 0 0 0 0
—h(0,0) = —¢ (0 0= — —0 = .
Asi,
det Dh(070) = f1 (0, O) # 0.

Por 1ltimo, verificamos la conclusion del Teorema:

b (R (y1,y2)) = Ot (Dyy (0,92)) = Prayy (0,92) = h (y1 +t,92),

como queriamos probar. %
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Capitulo 6

Estabilidad

6.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Nuestro objetivo ahora serd investigar la estructura de las 6rbitas en el entorno
de un punto de equilibrio. A diferencia de lo que sucedia en torno a un punto de
no equilibrio, las soluciones de una ecuacién diferencial

x =f (x)

cercanas a una solucion estacionaria pueden tener una estructura relativamente

compleja. Prueba de ello es la diversidad de comportamientos que se observan en

un sistema lineal bidimensional en torno a la solucién de equilibrio x (t) = 0.
Comencemos introduciendo un poco de terminologia.

Definicién 6.1.1 Sea ¢ un punto de equilibrio de una ecuacion diferencial X =
f (x). Se dice que la solucion estacionaria c es:

a) estable siempre que, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si ||xg—c| < ¢
entonces la solucion x(t) de la ecuacion diferencial que satisface x(0) = xq
estd definida para todo t € [0,00) y verifica:

IIx(t) —c|| <e, t €0,00).

b) asintoticamente estable si es estable y, ademds, eziste r > 0 tal que
toda solucion x (t) de la ecuacion diferencial que satisface ||x (0) — c|| < r verifica
ademds:

lim x (t) = c.
t—o0

Obsérvese también que el que una solucion de equilibrio sea estable implica lo
siguiente: si xJ es una sucesién de puntos en R? que converge a c entonces las
soluciones x,, (t) de la ecuacién diferencial que satisfacen x, (0) = xj convergen
uniformemente en [0, 00) a la solucién estacionaria c.

69
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6.1.1. Ecuaciones lineales

De hecho, de la estructura de las soluciones de una ecuacién lineal se deduce
el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2 Si todos los autovalores de una matriz A tienen parte real estric-
tamente negativa entonces toda solucion de X = Ax satisface

lfm ||x (£)]| = 0.

t—o00

Mids aun, se tiene una cota para t > 0:
HetAH <o(t)e ™, p = max {Re X : A autovalor de A},
siendo o (t) un polinomio de grado menor que d.

Dicho de otro modo, todas las soluciones convergen a la soluciéon de equilibrio
cuando t — oo.

Ejercicio 6.1.3 Pruébese que si A tiene un autovalor con parte real estrictamente
positiva entonces dado € > 0 existe una solucion de la ecuacion diferencial x = Ax
que satisface:

IO == lim [x(1)] = co.

Daremos a continuacién un algoritmo que permite el célculo directo de la expo-
nencial e/ de una matriz d x d. Comencemos recordando un importante resultado
de algebra lineal.

Teorema 6.1.4 (Cayley-Hamilton) Sea A una matriz real d x d y sea
p(N) :=det (A — \Id)
su polinomio caracteristico. Entonces,

p(A)=0.

Con este resultado en mente y teniendo en cuenta que eCtP = eCel siempre

que las matrices C'y D conmuten (CD = DC') es facil demostrar la siguiente
férmula, valida en el caso en que A posea un unico autovalor.

Ejercicio 6.1.5 Supongamos que A sélo posea un autovalor \g de multiplicidad
d. Entonces,

tA i . et
=" Id +¢ — 0%
e e ( +Q+2Q+ +(d—1)!Q ),

siendo @ == A — X\ Id.
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En el caso general, es posible demostrar lo siguiente.

Teorema 6.1.6 (Putzer) Sean \1,...,\q los autovalores de A enumerados de for-
ma arbitraria (la lista puede contener repeticiones si los autovalores no son sim-
ples). Entonces

e =1 () Id+ry (1) P+ ... + 14 () Py,

donde P; = [[)_, (A — M\ Id) y las funciones r; : R — R se obtienen resolviendo
recursivamente:
7;1 = /\lrla 1 (O) = 17

y, para j =2, ....d,
T.’j = )‘jrj + Tj_l, Tj (0) = 0.

Demostracion. Sea,
O (t) :=ry (t)Id+ry (t) P+ ... +7rq(t) Piy.

Vamos a comprobar que ® = A® y & (0) = Id (esto tltimo es inmediato). La
unicidad de soluciones para la ecuacion lineal implicard que necesariamente ¢ (t) =
e, Derivemos y sustituyamos,

S =rId+7r9P + ... + 74P
= Nrild+ Morg +71) Pr4 . + (Agra + ra1) Piy
=r1 (MId4+P) +ro (NP + P) + ... + 14 Py
=riA+r AP + ... + rgAP;_4
= AD.

Hemos utilizado el hecho que, por definicién, Pj;; = AP; — A\j;1P; para j =
1,...,d — 1y, por el teorema de Cayley-Hamilton, P; = 0. %

Demostracién del Teorema Sabemos que ||e"xo|| < €™ %ol v, por
el resultado anterior,

[ < I @) + Ir2 OTIPL + oo + [ra ()] | Paall

Sera conveniente suponer que los autovalores de A vienen enumerados de modo
que:
Red; <ReXy < ... <Rel; <O.

Basta probar que todas las r; convergen a cero cuando ¢ tiende a infinito. Clara-
mente, es el caso para rq (t) = e ya que |r; (t)] = e!ReM. Vamos a probar que,
para t > 0 se tiene

1

‘Tj (t)| < m@tRe/\j’ ] = 1”d’
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lo haremos por induccién en j. Es trivialmente cierto para 7 = 1. Supongamos que
lo es para 1, ..., 7 < d y comprobémoslo para j 4+ 1. Tenemos:
i+t = Aja1Tjp1 15, 7 (0) =0,

y, por tanto, para t > 0,

t
i (t) = e / e Nty (s) ds,
0

t

rjr ()] < 6tREA"“/ e RNt |r; (s)] ds
0

1

(=Dt
ﬁetRe)\j_‘—l.

t
S etReAj-'rl / esRe(A]‘—Aj.}rl)S‘j—lds
0

N

La ultima desigualdad es consecuencia de que, al ser Re \; < Re )44, se tiene

e*Re(i=Ait1) < 1 para t > 0. Asi pues, hemos demostrado que para todo ¢t > 0 se
tiene:
4] < e ¢ Py et 4 et
tRe A !
< efRedd (1 + || Pyl + ..+ @1 HPle) .

*

6.1.2. El caso general: el principio de linealizacién

Supongamos que ¢ € U es un punto de equilibrio de f. Utilizando la férmula
de Taylor se deduce:
f(x)=Df.(x—c)+r(x),

donde r es una funcion que satisface

tim S
el

Asi pues, si escribimos:
z(t) :=x(t) —c,

tenemos:
z="1f(x)=Df.(x—c)+r(x)=Df.z+r.(z)
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donde
@l

r.(z) :=r(z+c), T

Vemos pues, que, para X cercano a ¢, los campos de vectores f y Df,. son practica-
mente iguales. Cabe pues esperar que también lo sean las soluciones de las ecua-
ciones diferenciales correspondientes. El llevar el estudio de una ecuacion x = f (x)
en torno al punto de equilibrio ¢ al estudio de la ecuacion linealizada:

z (t) = Df.z (t) )

se conoce como principio de linealizacion. Se trata de una idea heuristica que
muchas veces conduce a resultados rigurosos. Un ejemplo de ello es el siguiente
resultado.

Teorema 6.1.7 Sea f € C! (Rd;Rd) y ¢ € R? un punto de equilibrio de la
ecuacion:

x =1f(x).
Si los autovalores de Df,. tienen parte real estrictamente negativa entonces la solu-

cion estacionaria ¢ es asintoticamente estable.

Haremos la demostracion en las secciones sucesivas.

6.2. Conjuntos w-limite

omencemos introduciendo un concepto ttil en el estudio del comportamiento
para tiempos grandes de las soluciones de una ecuacion diferencial:

Definicién 6.2.1 Sea x (t) = ¢; (x) una solucion de x = f(x) con x(0) = x
definida en todo R. Se llama conjunto w-limite de x y se denota por w(xg) al
conjunto de los puntos p € R que se obtienen como limites

lim ¢, (x0) = p

n—oo

con t, — 0O0.

Si una solucién de equilibrio ¢ es asintéticamente estable entonces el w-limite
de soluciones que arrancan cerca de c es el conjunto {c}.

Claramente, w (y) = w (xg) para todos los puntos y € Ox,.

Algunas propiedades destacables del w-limite son:
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Lema 6.2.2 (i) El conjunto w (xo) es cerrado.

(i1) Sipo € w(X0) y P (t) := ¢ (pPo) es la solucion que arranca de py entonces
necesariamente p (t) € w (Xo) para todo t € Ip,.

(iii) Si OF es acotado entonces w (xo) es no vacio, acotado y conexo. Ademds:

tli)rglo dist (¢ (x0) ,w (x0)) = 0. (6.1)

Demostracién. Comencemos probando (i). Sea (p,,) una sucesién en w (xg) que
converge a un cierto p. Comprobemos que p € w(xp). Dado & > 0 elegimos
inductivamente ¢ tal que t, > t,_1, tp > ky

|61, (x0) — Pill < 1/k.

Necesariamente, ¢;, (Xo) converge a p y ¢ — 00, con lo que p € w (xp).
La propiedad (ii) tampoco es dificil. Sea t,, — oo tal que ¢y, (X9) — po cuando
n — oo. Entonces, para t € R se tiene que

Grtt, (X0) = &1 (D1, (X0)) — &4 (Po) n — 0o,

Por tanto, ¢ (po) € w (Xo).

Probemos ahora (iii). Es inmediato comprobar que w(xq) # 0 es acotado.
Veamos que ademas es conexo. Supongamos que no lo fuera; entonces podemos
escribir w (xg) = AU B con A, B C R¢ cerrados, acotados, y disjuntos. Sea

§:=dist(A,B) = inf |lz—y|.
ist (4,B) = fnf lz—yl

Claramente, existen sucesiones (tg‘), (tf ) que convergen a infinito tales que:

dist (61 (x0)  A) < 2, dist (og (x)) . B) < 2.

En particular, dist (qﬁtg (x0) ,A) > §/2. Por continuidad, necesariamente existe
(t,) que converge a infinito para la cual

J

dist (¢, (xo), 4) = 5.

Al ser Of acotada, (¢, (%)) también lo es. Podemos por tanto extraer una sub-
sucesién que converge a un cierto p, que necesariamente pertenece a w (Xg). No
obstante, dist (p, A) = §/2, con lo que p ¢ AU B = w(xp) lo cual es una con-
tradiccion.

Veamos por tltimo que se cumple . Supongamos que no fuera asi; existe
entonces una sucesion (t,), que tiende a infinito para la cual:

dist (¢4, (x0) ,w (x0)) >r > 0.

Nuevamente, como la semiorbita positiva es acotada, exite una subsucesion (qﬁtn, (XO))
que converge, por definicién a un punto p € w (xg). Esto contradice entonces que
dist (p,w (x0)) > 0.%
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6.3. Funciones de Liapunov
Utilizaremos estas nociones en la demostracién del siguiente resultado:

Proposicién 6.3.1 Sea f € C* (U;R?) y ¢ € R? un punto de equilibrio. Supong-
amos que existe V : Q — [0, 00) continua en un entorno 2 de ¢, abierto y acotado,
tal que:

V(c) =0, V (x) > 0 para x # c, (6.2)

y las soluciones de

K= F(x),
x (0) =x¢ € Q, Xg # C.

verifican x (t) € Q y la funcion V (x(t)) es decreciente. Entonces c es estable. Si
V (x(t)) es estrictamente decreciente entonces ¢ es asintoticamente estable.

Una funcién V' que satisface las hipdtesis de la proposicion se denomina una
funcion de Liapunov para el equilibrio c.

El sistema
T\ 0 1 T
p ) \ -1 —k p )’

correspondiente al péndulo con rozamiento k > 0, admite la funcién de Liapunov
asociada al equilibrio ¢ = 0:

V (z,p) = 2* + p°.
Demostraciéon. Consideremos los conjuntos de nivel
Ly={xeU:V(x)<k}.

1. Dado € > 0 existe k > 0 tal que Ly C B(c;¢). Si no fuera asi, podriamos
entontrar €9 > 0 y una sucesion de puntos x,, € 2 tales que x,, € L1/, y ||x, — | >
go. Cualquier punto de acumulacién p de la sucesién (x,) verifica V (p) = 0, y
por tanto p = 0. La hipdtesis garantiza que ||p —c|| > 0, lo cual es una
contradiccion.

2. Elijamos k de modo que L; C € (esto es posible por el paso anterior).
Tomemos Xog € Ly; entonces la solucion correspondiente estd definida para todo
t € R y permanece en Lj. Para todo t € I, tenemos, al ser V o x decreciente,

Vix(t) <V (x(0)) <k,

por tanto X (t) permanece en el conjunto acotado Ly C €. Como L C € tenemos
necesariamente

dist (x (t),Q2) >~ > 0.
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Por tanto, podemos aplicar la Proposicién y concluir que necesariamente
I, = R.

3. El punto de equilibrio c es estable. Sea e > 0; elijamos Ly C B (c;¢) (utilizan-
do el paso 1) y sea d > 0 tal que B (c;0) C Ly (Ly es un abierto que contiene c).
Si tomamos xo € B (c;d) entonces la solucién correspondiente verifica x (t) € Ly
para todo t € R (por el paso 2). Como L, C B (c;¢e) concluimos que c es estable.

4. 51 'V es estrictamente decreciente a lo largo de las trayectorias que arrancan
de puntos de € entonces c es asintéticamente estable. Sea xo € Ly, C B (c;r) C Q.
Tenemos que la solucién correspondiente satisface

tlinolov (x(t)) =m < k. (6.3)

El limite existe por ser V ox decreciente. Por tanto, al ser x acotada, el Lema[6.2.2
implica que el conjunto w-limite w (xg) es no vacio. Como V' es continua, de (/6.3])
se sigue que todos los puntos pg € w (Xg) satisfacen

V (po) = m.

Si m = 0 entonces, por (6.2)), se concluye que w (xq) = {c} y el resultado queda
demostrado. Si m > 0 entonces se tendria que la solucién p (t) que arranca de pq
verifica p (t) € w (xg) para todo t € R (de nuevo, por el Lema|6.2.2)). En particular,

Vip(t)) =m, teR

lo cual contradice que V' es estrictamente decreciente a lo largo de las soluciones
que arrancan de ). %

Corolario 6.3.2 SiV : ) — [0,00) es continua y diferenciable en Q\{c}, verifica

y
DVy -f(x) <0, x € Q\ {c},
entonces V' es una funcion de Liapunov en un entorno del punto de equilibrio c.

Demostracion. Razonando como en la demostraciéon de la Proposicién [6.3.1
sabemos que existe k > 0 tal que ' := Lj estd contenido en una bola abierta
centrada en ¢ contenida en 2. Si x es una solucién de x = f (x) tal que x(0) €
'\ {c} entonces se tiene que x (¢) permanece en )’ para t suficientemente pequeno

y
d

i
De hecho, la solucién x (t) permanece en U para todo ¢ en el que esté definida, de
lo contrario existirfa un instante minimo ¢* para el que V' (x (t*)) = k. Claramente
esto es imposible, puesto que para todo t € [0,t*) tenemos (al ser Ly C Q),

d
7

Por ello, la funcién V (x (t)) es estrictamente decreciente. %

V (x (1)) =0 = ViV (x(0)) - f (x (0)) < 0.

V(x (1) = ViV (x(t) - £ (x(¢)) <0.
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6.4. Demostraciéon del Teorema [6.1.7

Presentamos ahora un método para construir una funcién de Liapunov asociada
a un sistema lineal con autovalores de parte real negativa.

Lema 6.4.1 Sea A una matriz cuyos autovalores tienen parte real estrictamente
negativa. Entonces la funcion

V(x) = / leAx|* ds (6.4)
0
es una funcion de Liapunov para el sistema X = Ax asociada al equilibrio ¢ = 0.

Demostracion. Visto que todos los autovalores A tienen parte real negativa, el
Teorema [6.1.2| garantiza que, para t > 0 se tiene :

=]l < 720 (s)
siendo pt = maxyespa |ReA| y 0 un polinomio en t. Por tanto, la integral (6.4]) es

convergente sea cual sea x € R Claramente V (0) = 0y V (x) > 0 si x # 0.
Ademds, para x € R? no nulo se tiene

ViV (x) - Ax = 2/ e*Ax - e Axds
0

S

[e.e] d s
:/0 e ds

—|Ix|I* < 0.

e d
= 2/ % - —e*xds
0 d

*

Obsérvese que este resultado, en combinacién con la Proposicién (6.3.1)), pro-
porciona otra demostracién del Teorema
Demostracién del Teorema [6.1.7] Sea V' la funcién de Liapunov asociada a
A = Df, construida mediante el lema anterior. Vamos a probar que V (- —c) es
de hecho una funcion de Liapunov para el equilibrio ¢ de la ecuacion X = f (x).
Escribamos utilizando la formula de Taylor,

fx)=A-(x—c)+r(x)

limﬂ =0.

x—ellx —cf
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Tenemos

ViV (x—c) - f(x)=ViV(x—c) - (A-(x—c)+r(x))
= x—cP+ViV(x—c) r(x).

Ahora bien, escribiendo, C' := 2 fooo HeSAH2 ds (la integral es finita debido al Teo-
rema [6.1.2)) tenemos:

ViV (x—c)-r(x) < 2/000 |eSA (x—c)-e“‘r(x)‘ds <Clx—c||r)],

siendo -
C = 2/ e ds.
0
Por tanto, si elegimos entorno €2 C U de ¢ de modo que

1
e < s5lx—ecll,  xeQ,
2C

entonces podemos afirmar que, para x € €\ {c} se tiene
1 2
VoV (- €) £ (x) < b e el

lo cual concluye la demostracién. %



Capitulo 7

Algunos ejercicios

A continuacion, presentamos algunos ejercicios sobre lo estudiado en este curso.

1. Un dia empieza a nevar con ritmo constante. Un quitanieves cuya velocidad es
inversamente proporcional a la altura de la nieve acumulada sale a mediodia
y avanza 2 Kms. en la primera hora y 1 Km. en la segunda hora. ;A qué hora
empezo a nevar?

2. La Ley de enfriamiento de Newton propone que la tasa de variacion de la
temperatura de un cuerpo respecto del tiempo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del mismo y la del ambiente que lo rodea. Escribase
esta ley en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales y resuélvase el siguiente
problema:

El presidente y el primer ministro piden café y reciben tazas a igual temper-
atura y al mismo tiempo. El presidente agrega inmediatamente una pequena
cantidad de leche fria pero no se toma el café hasta 5 minutos después. El
primer ministro espera 5 minutos, anade luego la misma cantidad de leche
fria y comienza después a tomarse su café. ;Quién lo bebe mas caliente?

Observaciéon: Téngase en cuenta que la temperatura de una mezcla de liqui-
dos de masas m, y m; viene dada por:
. Tama + Tbmb

T,
Mg + My

donde T, y T, representan a las temperaturas de los liquidos a y b respecti-

vamente.

3. En el instante inicial ¢ = 0 un punto (digamos ) se encuentra en la posicién
(0, L) y otro punto xs en el origen de coordenadas. Imaginemos que ambos
puntos estan unidos por una cuerda de longitud L y que x5 comienza a

79
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moverse con velocidad 1 hacia la derecha siguiendo la recta real. Escribase la
ecuacién diferencial que caracteriza a la trayectoria del punto x;. Esta curva
plana se llama tractriz o curva del perro.

. En los organismos microscépicos la tasa de crecimiento (respecto del tiem-

po) del nimero de células (individuos) es proporcional al nimero de células
presente en el instante considerado. Escribase la ecuacién diferencial corre-
spondiente. ;Cuanto tarda la poblacion en duplicar su tamano? Interprétese
la constante de proporcionalidad.

. Cuatro orugas se encuentran inicialmente en reposo en las cuatro esquinas

de un cuadrado cuyo centro es el origen. En el instante inicial empiezan a
moverse con velocidad constante de modo que cada una se dirige hacia la
que tiene delante. Describase la trayectoria que siguen las orugas.

. Pruébese que la ecuacién

& (t) =/ ()

tiene infinitas soluciones que satisfacen z (0) = 0.

. Los dos ultimos casos de SHERLOCK HOLMES. En el nimero 16 de la calle

Aberdeen la senora Murdock aparece muerta. Los forenses determinan que ha
sido asesinada y que el hecho se consumé aproximadamente un dia antes de
hallar su cadaver. Este dato es impreciso y se decide contar con los servicios
de S. Holmes y su amigo el Dr. Watson. Al llegar a la escena del crimen (que
estaba intacta) los investigadores encuentran una taza de té sobre la mesa,
llena adn.

El doctor Watson sugiere resolver el problema de la siguiente manera. “Si
medimos la temperatura del té en este instante con precisién arbitraria, es
posible, utilizando un modelo matematico adecuado, calcular con exactitud
el instante en el que el té fue preparado” E| Sherlock, escéptico dado que la
taza de té estd practicamente a temperatura ambiente, va a la Biblioteca
Britanica y comprueba con sorpresa que la ley de enfriamiento de NEWTON
hace viable la propuesta de Watson. Acto seguido, calculan la hora exacta
del asesinato de la Sra. Murdock

a) Plantéese la ecuacién diferencial resultante y expliquese el proceder de
Sherlock.

IEs bien sabido que el té inglés se prepara a 100 grados centigrados.
2Es notable que las casas inglesas mantengan una temperatura ambiente constante gracias a

su perfecto aislamiento.
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Una semana mas tarde el Sr. Harper es asesinado en el West End londinense.
La situacion es similar: no es posible determinar con exactitud la hora del
crimen. Watson y Holmes son llamados nuevamente a la escena y comprueban
que el Sr. Harper habia dejado un vaso de whisky sobre la mesa. Watson
comprueba que el liquido se habia derramado por un pequeno orificio en la
base del vaso. Holmes, intentando emular a su companero en el caso anterior
sugiere lo siguienteﬂ “Si es posible medir la cantidad de liquido remanente en
el vaso, aunque sea imperceptible, y estudiamos la ley que vincula el vaciado
de un recipiente con el tiempo, podemos estimar con bastante exactitud
la hora en que fue asesinado” E| Con un entusiasmo desmedido regresa a
la Biblioteca Britanica y tropieza en sus pesquisas con la famosa Ley de
TORRICELLI, que reza asi: Fl cuadrado de la variacion respecto del tiempo
de la altura de un liquido en un recipiente con un orificio en su base es
proporcional a la propia altura del liquido. Después de hacer unos céalculos,
Sherlock entra en una profunda depresién, y decide abandonar el oficio de
investigador criminal.

b) Repitase aqui lo pedido en a) y determinese por qué Holmes no pudo
resolver el caso.

8. Resuélvanse las siguientes ecuaciones diferenciales:

(i) z=a%
i) z=x2(1-2x).

(i) ¢=2(1—-2)—c

9. Sea f € C*(U), siendo U C R un intervalo abierto. Sea xy € U un cero de
f. Probar que entonces:

10. Mediante un argumento analogo al del cdlculo de la solucién de la ecuacion
auténoma encuéntrese una férmula para las soluciones de la ecuacién de
variables separables:

(t)=g()f(x(t)).
11. Resuélvanse las ecuaciones diferenciales:
(i) & =sen(t)zx.
(i) & =g(t)tanx.

3Estaba evidentemente entusiasmado por el éxito de las matematicas y sus aplicaciones crim-
inalisticas.

4La exploracién forense habia determinado que el Sr. Harper no habia llegado a probar el
whisky, de modo que se sabia la cantidad inicial con exactitud.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dibujense aproximadamente las soluciones no negativas de la ecuacién:
/ 2 1
y+y+y =—, x>0
x

Una reacciéon quimica se produce por la interaccién de una molécula de la
sustancia P con otra de la sustancia () para dar una molécula nueva X.
Abreviadamente esto se representa asi:

P+Q — X.

Sea x(t) la concentracién de X en el instante ¢ y sean p y ¢ las concentraciones
iniciales de P y () respectivamente. Teniendo en cuenta que la concentracién
de la sustancia X estd formada por una proporcion a de concentraciéon de
P y una proporcién b de concentracion de @ (a+ b = 1) y que la reaccién
obedece a la ley de accién de masas (esto es, admitiendo que la variacién de
x(t) es proporcional al producto de las concentraciones de P y @) hallar la
expresion de x(t) si 2(0) = 0.

En un circuito eléctrico con autoinduccion tiene lugar el paso de la corriente
alterna. La tensién U(t) es una funcién dada, mientras que la resistencia R
y la autoinduccion L son constantes. La intensidad inicial viene dada por Iy.
Hallar la expresion de la intensidad I(t) en funcién del tiempo.

Dibujar aproximadamente las soluciones de la ecuaciones:
y' = sen(y).
y/ — I2 _ y2‘

Calcular la solucién de la ecuacién y'(x) = y + hy(x) con y(0) = 0 donde
hy(x) vale N para los  tales que [z —1| < 55 y es 0 para el resto. Encontrar
el limite de la solucién cuando N — oo. ()Que ecuacion diferencial verifica la
funcion limite?

Sean p(x),q(x) y r(x) funciones continuas en [a,b] (—0o < a < b < +00) y
tales que p(a) = p(b) =0, p(x) > 0 en (a,b), g(z) > 0 en [a,b] y ademés

a+e dS /b dS
— = — =400,(0<e<b—a).
L o=l =t )

Demostrar que todas las soluciones del problema

p() % 4 o)y = r(a)
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

que existen en (a,b) convergen a r(b)/q(b) cuando x — b pero sélo una de
ellas converge a r(a)/q(a) cuando x — a (todas las demds lo hacen a +00 o
a —00).

Escribir las siguientes ecuaciones de segundo orden como un sistema de
primer orden y representar graficamente el campo de vectores asociado al
sistema:

a) " = —g, donde g es una constante.
b) 2" = —=z.
c) " = —sen(x).

Sea f una funcién C' definida en un abierto de R? con valores en R?. De-
muéstrese que si una solucién de la ecuacién diferencial

X = f(x)
satisface
x(t1) = x(t2)
para ciertos 11, to€ R, entonces x(t) es periddica de periodo T' := ty —t1. (Es

esto verdad si f depende de 7

En las condiciones del ejercicio anterior pruébese que si x es no constante
entonces necesariamente existe un periodo minimo positivo.

Determinese el mayor intervalo en el que las soluciones del siguiente sistema
estan definidas:

r_ 2
Ty =T

/ 2
Ty = X7 + 22

Estudiese la unicidad de soluciones de los siguientes problemas de valor ini-
cial:

; T =uwxlogx i i =z (logz)?
) {x(O):xOE[O,oo)’ ) {x(O):xOG[O,oo).

Determinese tambien el mayor intervalo en el que las soluciones estan definidas.

Sea f : R — R? Lipschitz. Dadas dos soluciones x;,%x, : I — R? de la
ecuacion diferencial:

X =1 (x),
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24.

25.

26.

27.

pruébese la desigualdad
1 (t) = x2 ()] < [x1(0) = x2 (0)] e,
siendo L >0ytel.

Sean f;, f, funciones continuas de R? en R?, al menos una de ellas Lipschitz.
Sean x; y X5 tales que

x; =1 (x1), %Xy = 5 (x3),
y supongamos que se tiene
Ifi (x) — £ (x)| <e
para cierto € > 0 y todo x € R?. Demuestrese que entonces

1 (£) =2 (8)] <t (0) =2 ()] € 4 = (e = 1).

Sea f : RY — R Lipschitz y p : R? — (0, 00) continua. Sea y una solucién
de

y=r ),
definida en cierto intervalo I. Pruébese que existe un intervalo J y una biyec-
cién ¢ : J — [ tales que x :=y o ¢ es solucién de:

x =1f(x).
Sea f como en el ejercicio anterior. Compruébese que el problema de Cauchy:

S
= e
X(O)ZXO E]Rd

posee una unica solucién definida en todo R. ;Qué relacién existe entre las
soluciones de este problema de valor inicial y las de

{)'c—f(x), 0
x(0) = x € RY

Determinese el diagrama de fases del sistema:

Ty = —xo — 1y (23 + 23— 1),
i72:$1—l'2($%+l‘%—1).

Dada una solucién (zq (t), 2 (t)), calcilese el limite lim; .o (21 (t)* + x4 (t)z] :
(Indicacion: puede ser til escribir el sistema en coordenadas polares).



85

28. Una ecuacién diferencial & (t) = f (¢,x (t)) se dice homogénea si f (A, \x) =
(t,z) para todo A > 0. Demuéstrense la siguientes afirmaciones.

a) El cambio de variables
(t,2) = h(l,y)
donde
hit,y) == (tty),  t#0,

transforma la ecuacion homogénea en una ecuacion de variables sepa-
rables.

b) Siz (t) es una trayectoria de una ecuacién homogénea, entonces también
lo es Atz (At) para A > 0.

¢) Si Opyao) €s una orbita de una ecuacion homogénea, también lo es
cualquier imagen suya por una homotecia.

29. Calculese el diagrama de fases de:

para t # 0. (Indicacién: puede utilizarse el cambio de variables del ejercicio
anterior).

30. Escribir en coordenadas polares y resolver.

. j:l = ar; — bl’g, .. jil = —X9 — T1X9,
i) q . : i) § . 2
Ty = by + aws. To =1z — (21)".

31. En la clase de Ecuaciones Diferenciales, formada por un total de (N + 1)
personas, se extiende el rumor de que va a haber aprobado general. En cada
instante ¢t > 0, la poblacion total se divide en tres categorias:

X : personas ignorantes del rumor,
Y : personas que extienden activamente el rumor,

Z :personas que han oido el rumor, pero no lo extienden.

Supondremos que cuando dos personas que extienden el rumor se encuentran,
dejan de propagarlo. La tasa de contacto entre cualquier par de categorias
X,Y, Z se supone constante, e igual a u > 0. Se pide:

a) Escribir un sistema de ecuaciones ordinarias que represente el fendmeno
descrito.
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b) Si inicialmente Y = 1, X = N, ;cudntas personas se quedan sin haber
oido el rumor al final del curso?

32. Sean A y B matrices d X d reales. Pruébese que si AB = BA entonces

Dese un ejemplo de A y B para las cuales la identidad anterior no sea cierta.
33. Consideremos el sistema

{il:o‘“*‘”? aeR (7.1)

'/1.1‘2 = QT2,

a) Sea ¢; el flujo del sistema y o : R?> — R? la simetrfa con respecto al eje
z1 = 0. Calculese
o tog o0

b) Utilicese el célculo anterior para probar que las trajectorias del sistema

U= —ayr + Yo
y2 = —Qy9,

se obtienen aplicando la simetria o a las de ([7.1)) y cambiando el sentido
del tiempo.

34. Sean p, p’ € R no nulos. Muéstrse que una condicién necesaria y suficiente
para que exista una aplicacién lineal no singular que envie la familia de curvas
xo = Cx! (parametrizada por C') a la familia yo = C'y/ / (parametrizada por
C") es que p = p' o p = 1/p'. Apliquese este resultado para obtener una
condicion necesaria y suficiente para la existencia de una aplicacion lineal
que transforme las érbitas del sistema

T = oy, Ty = [xo, af #0

en las orbitas de
Y1 = YY1, Y2 = 0y2, v # 0.
35. Calctilese et para las siguientes matrices A:

@ (o3) o (33) © (324)

Represéntense graficamente los diagramas de fases resultantes.
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36. Calcilese e para A igual a:

w (30) o (L)

Utilicense los resultados anteriores para calcular e*4 cuando A es:
2 =7 0 5 8 0 0
( |3 =801, (d
0 0 1 0 0 2 4
0 0 -2 6

37. Sea A una matriz 3 x 3 real con autovalores Ay = Ay = Az(=: Ag). Pruébese:
1
etA _ et/\o (Id +tQ + 5{/_2@2) 7
donde ) := A — \gId. Generalicese a matrices d X d.

38. Resuélvase el problema de valor inicial:

it'l :$1+2$2+$3
.’iﬂ'g = T2 +23§'3
jf3:2$3

con 1 (0) =22 (0) =0y 23(0) = 1.

39. Supongamos que el orgien x = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente
estable para el sistema lineal:

x = Ax.
Pruébese que también es el caso para el sistema:
y = B"'ABy
siendo B una matriz no singular.
40. Consideremos el sistema gradiente:
x=-VV (x)

siendo V' una funcién de clase C? definida en R%. Pruébese que los minimos
locales estrictos de V' son puntos de equilibrio asintéticamente estables. (In-
dicacién: demuéstrese que para dichos puntos de equilibrio, V' es una funcién
de Liapunov).
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41.

42.

43.

Sea V' como en el ejercicio precedente y considérese el sistema:
X+ VV (x) =0.

a) Reescribase el sistema anterior como un sistema de primer orden en las
variables x y p = x y hallense sus puntos de equilibrio.

b) Six( es un minimo estricto de V' entonces (xo, 0) es punto de equilibrio
del sistema obtenido en el apartado anterior. Pruébese que es estable.
(Indicacién: constriyase una funcién E definida en un entorno de (xg, 0)
con la propiedad de que E se anule en dicho punto, sea estrictamente
positiva fuera de él y tal que las trayectorias del sistema sean constantes
a lo largo de F).

Consideremos ahora el sistema con rozamiento:
X+ VV(x)+kx =0,

con k > 0. Pruébese, escribiendo la ecuacion como un sistema de primer
orden y construyendo una funcién de Liapunov adecuada, que los puntos
de la forma (xg,0), siendo xo un minimo local estricto de V', son puntos de
equilibrio asintéticamente estables.

El siguiente sistema de ecuaciones representa un modelo de dos especies
que interactian, donde la especie z; es el alimento (presa) de la especie x9
(predador). El sistema (no lineal) viene dado por:

%—x (a — cxy)
7 2
dx

d—;:l'g(/\l’l—k’)

La constante a > 0 nos indica la tasa de crecimiento de la poblacién z; en
ausencia de la poblacién predadora. La constante £ > 0 indica la tasa de
mortalidad de la especie predadora cuando se extingue la poblacién presa. A
y ¢ determinan el efecto de la interaccién entre ambas especies. Por ejemplo,
¢ mide la cantidad proporcional (al tamano de la especie 1) de individuos
de la especie presa que son devorados por unidad de tiempo por la especie
predadora.

Se pide:

a) Interprétese la constante A.

b) Determinense los puntos de equilibrio del sistema.



89

c¢) Alrededor de los puntos de equilibrio distintos del origen, estudiese el
sistema linealizado.

44. Consideramos la ecuacion de Liénard
Z+ f(x)t+2=0.
a) Escribase como un sistema de primer orden y pruébese que sélo tiene
un punto de equilibrio.

b) Si f > 0 constriyase una funcién de Lyapunov para el sistema.

c) En general, si f no es necesariamente positiva, dar una condicién sufi-
ciente para que el sistema sea asintoticamente estable.

d) Considérese el caso de la ecuacién de Van der Pol, ie. f(z) := p(2? — 1).
En el caso = 1 dibijese el comportamiento aproximado del diagrama
de fases. Indicacién: es util llevar la ecuacién a un sistema de primer
orden del siguiente modo

&=y — F(x)
j=-z
45. Dado el siguiente sistema

i‘l = P([El,l’g)

Ty = Q(x1, T2)

Muéstrese que si div(P, () = 0 existe una funcién real H(xy,z5) que es
constante a lo largo de las trayectorias del sistema.

46. Considérese la siguiente ecuacion de segundo orden
. 2
i+r—a2"=0
a) Encuéntrese una funcién H con las caracteristicas del ejercicio anterior.

b) Estudiese la estabilidad de los puntos de equilibrio.

c) Dibujar el diagrama de fases del sistema de primer orden asociado.
Indicacién: puede ser 1til aplicar el apartado 1.

47. Repitase el ejercicio anterior para las siguientes ecuaciones:

a) & +sen(x) =0.
T

b) &+ sen(z) + zcos(z) = 0.
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¢) i+ cos(z)/z — sen(x)/x? = 0.

d) & — A+ z* = 0 para los distintos valores de \.

48. Sea V una funcién de clase C? definida en R%. Dado el sistema gradiente:

ov

T = _% (xvy)a (72)
. oV
Yy = _3_3/ (Cll',y) )

.qué relacién existe entre las trayectorias de ([7.2) y las del sistema Hamil-
toniano asociado a V7 Dar una condicién necesaria sobre V' para que (7.2))
pueda escribirse como un sistema Hamiltoniano para cierta funcion H.

49. Probar que la matriz asociada a la ecuaciéon linealizada alrededor de un
punto de equilibrio de un sistema Hamiltoniano tiene la propiedad de que
sus autovalores suman cero.
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