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CapriTULO 1:

PRESENTACION

The particle method is not only an approximation of the continuum fluid
equations, but also gives the rigorous equations for a particle system
which approximates the molecular system underlying, and more funda-
mental than the continuum equations.

Von Neumann, J. 1944, “Proposal and analysis of a new numerical met-
hod for the treatment of hydrodynamical shock problems”. En: A. Taub
(ed.): Von Neumann Collected Works. Pergamon, (1963).

El presente Proyecto Investigador tiene por titulo Simulaciones Hidrodinamicas
Alternativas Basadas en Particulas. Se presenta aqui una descripcion de la estructura
general del Proyecto.

1.1. La simulaciéon en hidrodinamica

Las ecuaciones de la hidrodinamica se conocen desde el trabajo durante el siglo
XVIII de grandes cientificos como Daniel Bernoulli, Euler, d’Alembert, Lagrange,
y Laplace. A mediados del siglo XIX se anadieron los términos de viscosidad por
parte, entre otros, de Navier, Cauchy, Poisson y Stokes. Quedaban de este modo
perfectamente formuladas desde el punto de vista mateméatico lo que hoy llamamos
ecuaciones de Navier-Stokes. Se puede encontrar un resumen de la derivacién de
algunas leyes en el capitulo 2

A pesar de ciertos avances a principios del siglo XX gracias al trabajo de Prandtl,
Reynolds, Lord Rayleigh, lo cierto es que encontrar soluciones de las ecuaciones, o
tan s6lo propiedades generales de estas soluciones, demostré ser una tarea muy
dificultosa. La situacion seria paralela a la que se daba en fisica estadistica, otro
campo perfectamente formulado desde finales del siglo XIX pero muy dificil de
abordar desde el punto de vista matematico. Igual que en este caso el desarrollo
de la termodinamica aplicada se desgajo del estudio tedrico, la ciencia aplicada de
la hidraulica se alejaria de la hidrodinamica, mas teodrica y dificil de aplicar.

En ambos casos, el desarrollo de los ordenadores y la informatica a partir de los
anos 60 del s. XX impulsaron de forma decisiva el progreso tedrico y la convergen-
cia con el mundo aplicado. La simulacién numérica hacia posible los “experimentos
tedricos”, mediante los cuales se podia simular el comportamiento de sistemas que
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obedecen con precisién las leyes fisicas y los diversos supuestos (por ejemplo, las con-
diciones de contorno), a diferencia de la situacién en un laboratorio. Las condiciones
del sistema se pueden conocer con una precisiéon muy elevada. Por ello, la mecénica
de fluidos computacional (Computational fluid dynamics, CFD) es en nuestros dias
una técnica fundamental en la investigacién fundamental de los fluidos, y también
en sus aplicaciones ingenieriles e industriales. Se discutira esta técnica en el capitulo
@

Es necesario precisar que, a pesar de su importancia, la simulaciéon numérica no
es la nica herramienta que ha contribuido a los recientes avances en el campo. Por
ejemplo, los ordenadores también han revolucionado las técnicas experimentales de
toma de datos, tratamiento estadistico y visualizacion. Los propios aparatos de medi-
da han experimentado un fuerte avance, con la invencién de velocimetros (hot-wire,
hot-film, Doppler), sensores de presién y temperatura miniaturizados, trazadoras
de diversos tipos (burbujas, humo, colorantes)...Todo ello hace que las experien-
cias con modelos en tuneles de viento y canales hidrodindmicos sean todavia muy
relevantes.

1.2. La simulacién de particulas

La simulacion de la dindmica de los fluidos mediante técnicas numéricas puede
dividirse en dos partes. Una de ellas, que denominamos “euleriana” es la més tra-
dicional y asentada; en esta se emplean mallas fijas sobre las cuales se calculan las
propiedades del fluido. La otra, que llamaremos aqui “de particulas” o “lagrangiana”
mueve las distintas particulas del fluido.

En este Proyecto, examinaremos el concepto de particula bien pronto, comen-
zando ya con el resumen teodrico del capitulo Pl Las dos formulaciones numéricas se
discutiran en el capitulo @l

Ambas formulaciones, si bien equivalentes desde el punto de vista tedrico, son
bastantes diferentes en su implementacion numérica. La formulacién lagrangiana, en
particular, ofrece en principio una mayor versatilidad, por ejemplo cuando aparecen
superficies libres. Sin embargo, su desarrollo ha ido muy por detras de la formulacion
euleriana, lo cual se refleja en las numerosas dificultades que todavia se encuentran
a un nivel bastante basico.

1.3. Requisitos de la formulacion

Se pueden proponer diferentes definiciones de particula de fluido que pueden ser
interesantes desde un punto de vista computacional. La dificultad estriba, en todo
caso, en formular de manera adecuada la hidrodindamica para estas particulas. En
concreto, la calidad de la formulacién de las ecuaciones de la hidrodindmica para
particulas (su discretizacién o “particularizacién”) depende fundamentalmente de
como se definan los operadores derivadas espaciales; en particular, el gradiente, la
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divergencia y el laplaciano.
Una propiedad fundamental que se puede exigir de estos operadores es la consis-
tencia: que proporcionen la respuesta correcta para campos sencillos. En particular:

= Las derivadas de un campo constante deben ser nulas; llamaremos esta pro-
piedad consistencia de orden cero.

= Las primeras derivadas de un campo lineal deben ser constantes, su laplaciano
debe ser nulo; llamaremos esta propiedad consistencia de primer orden.

» Las primeras derivadas de un campo cuadrético (parabélico) deben ser lineales,
su laplaciano debe ser constante; llamaremos esta propiedad consistencia de
segundo orden.

En general, se puede exigir consistencia de orden mas alto; sin embargo, la exigen-
cia de coexistencia de segundo orden es un requisito suficiente, ya que las ecuaciones
de Navier-Stokes llegan hasta segundo orden de derivadas espaciales (laplaciano).
Ademas, la solucién exacta de estas ecuaciones es parabdlica en ciertos casos, como
el conocido flujo de Poiseuille.

Otro requisito importante, que también se tendrd en cuenta, es el de convergen-
cta: en los casos en los que el método no presenta consistencia, se debe comprobar
que la solucién numérica aproximada converge en cierto modo hacia el valor exacto
segun se va incrementando la resolucién (es decir, el numero de particulas). Tipica-
mente, la solucién corresponde a una consistencia superior (por ejemplo, se puede
explorar la convergencia a una parabola en un método que soélo satisface consisten-
cia de orden cero o de primer orden), o bien a una forma funcional distinta a las
anteriores, tipicamente una funcién trigonométrica.

1.4. Dificultades

La principal dificultad de las formulaciones de particulas se resume en el hecho
de que la formulacién mas conocida hoy en dia, la hidrodinamica de particulas
suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH) no satisface ninguna de las
consistencia anteriores. Por supuesto, se han introducido modificaciones de ella para
satisfacer al menos la consistencias més bajas, nula y de primer orden. Sin embargo,
estas modificaciones introducen nuevos problemas en la formulacion; por lo general,
se dejan de satisfacer la conservacién del momento lineal y angular.

Un problema quiza secundario, pero también importante, es la dificultad practica
de introducir condiciones en la frontera, debido al amplio rango de interaccion de
las particulas en SPH.

1.5. Posibles soluciones

Una opcién es examinar otras alternativas a la definiciéon de particula del método
SPH. Una posibilidad es asociar a cada particula el volumen de su celda de Voronoi
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asociada, como se discute en la seccion Bl El concepto de celda de Voronoi se discute
en el capitulo Bl asi como otros conceptos de geometria computacional. Historica-
mente, el método fue propuesto por Mar Serrano y Pep Espanol en 2001 [1], aunque
pronto se vio que el método es consistente tan sélo hasta primer orden.

El autor ha estado involucrado en algunos aspectos de este enfoque. Por claridad,
separamos aqui las contribuciones pasadas a este campo y las que se proponen como
trabajo futuro.

1.5.1. Trabajo previo

Como se vera en el capitulo [5.3] se ha explorado un enfoque tomado del método
de elementos finitos, muy bien conocido. Por desgracia, este enfoque también plantea
problemas: el laplaciano sigue sin satisfacer convergencia.

Otra posibilidad es el reciente método de maxima entropia. A este método se
le dedica el capitulo [[ Los resultados son mas prometedores, a pesar de lo cual
hay que ser cautos. Primeramente, el método es bastante complejo y alejado de los
habituales. En segundo lugar, y por estas mismas razones, es dificil conectarlo con
la formulacién tedrica; de hecho, la implementacién que se discute no conserva el
momento lineal, a no satisfacer el principio de accién y reaccion.

1.5.2. Trabajo futuro

En este estado de cosas, se dedicard el ultimo capitulo, el B a discutir posibles
vias de avanzar en este campo. Una posibilidad clara es intentar reconducir los
métodos de maxima entropia hacia los enfoque mas tradicionales. En el camino, es
posible que ciertas propiedades, como el principio de accion y reaccion, se recuperen.

Por 1ltimo, se expone brevemente en la seccion un enfoque méas genérico en
el que las funciones peso que se utilizan para describir las particulas podrian ser de
dos espacios funcionales distintos. Un juego seria para interpolar campos continuos
a partir de particulas discretas; otro, para lo contrario: discretizar campos continuos
en un conjunto de particulas.



CAPITULO 2:

RESUMEN DE HIDRODINAMICA

[otopolol Tolow avtolow Eufaivoucty, Etepa ol ETepa UOUTA ETULOPEL

Aguas siempre nuevas fluyen sobre aquellos que entran en los mismos
rios.

Heraclito [2].

Se presenta aqui una muy breve introduccion a las ecuaciones de la hidrodinami-
ca. Tan so6lo nos limitamos a introducir los conceptos imprescindibles en el ambito de
este trabajo: la simulacién hidrodinamica mediante particulas. Por ello, se enfatiza
un punto de vista “lagrangiano”, basado en particulas de fluido, que difiere del que
suele ser habitual, el “euleriano”.

2.1. Puntos de vista de Euler y de Lagrange

A la hora de expresar las distintas ecuaciones, se ha venido distinguiendo dos
puntos de vista complementarios. El primero, llamado “lagrangiano”ﬁ es el mas
similar a un enfoque mecanico habitual: el énfasis se pone en la trayectoria de las
particulas del fluido.

Estas particulas se entienden hoy como se entendian hace 200 anos: desde el
punto de vista matematico son puntos, pero se entiende que desde el punto de vista
fisico son porciones materiales dotadas de magnitudes macroscopicas. Hoy sabemos
que la materia es discreta, pero el tamano atémico y molecular es tan pequeno que
esta definicion sigue siendo valida en casi todos los casos.

La trayectoria de estas particulas estara descrita por un vector de posicion r que
cambia con el tiempo. Si la particula estaba en el punto 7y en el instante inicial, la
coleccién de todas las trayectorias del fluido con el tiempo es

r =r(ro,t),

lo que matematicamente seria un mapeo del espacio ro — r con un parametro t.
Por definicion, las particulas siguen una velocidad, que es un campo que satisfara
or
ot

La nomenclatura es histéricamente incorrecta, ya que ambos puntos de vista se encuentran en
el trabajo pionero de Euler.

(%

(2.1)
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En la Ref. [3], p. xxx incluso se escribe (0r/0t),, para enfatizar que se trata de una
derivada sé6lo temporal.

En el punto de vista “euleriano”, en cambio, se supone un marco fijo de referencia
sobre el cual cambian los campos hidrodinamicos. La trayectoria de las particulas
pasa a jugar un papel menor y el campo principal es mas bien el de velocidades.
Esto es también natural para un fluido, ya que las particulas en muchos casos siguen
trayectorias que vienen de lejos, y van a sitios también lejanos, mientras que su
velocidad en cada punto puede ser més constante (como ilustra la cita de Heraclito
al comienzo de este capitulo).

En este sentido, la variacion temporal de cualquier magnitud fisica referente al
fluido, A, no vendra dada simplemente por su derivada con respecto a su dependencia
explicita del tiempo. Como también la posicion de la particula puede variar con el
tiempo, la variacion vendra dada por la regla de la cadena:

dA_ DA 0ADr  DADy DA
dt ot 0Oz ot Oyot 0z 0t

Como se ha discutido, la derivada de la posicién de la particula con respecto al
tiempo es la velocidad, asi que podemos escribir

dA  9A

E—W‘i‘(U'V)A,

donde hay que entender el operador v - V como

or 0 Odyd 0z 0
vV V=—oe— ot .

otox Otdy Otoz

Esta derivada se denomina justamente derivada particular (“de las particulas”),
0 materia]ﬁ.

2.2. Cinematica de una particula

No nos referimos aqui a la cinematica de una particula puntual, tan conocida.
Maés bien, a la acciéon de un campo de velocidades sobre una de nuestras particu-
las fluidas. Nos limitamos aqui a proporcionar una lista de expresiones relevantes,
refiriendo al lector a la excelente descripcion de la Ref. [4], p. 19.

Una particula puede distorsionarse de cuatro maneras distintas bajo un campo
de velocidades. Cada una de ellas tiene una tasa, o ritmo, de deformacién (strain
rate) asociada.

Traslacion

2También hay que recordar los numerosos otros nombres que se usan para esta expresién: deri-
vada convectiva, advectiva, sustantiva, sustancial, lagrangiana, hidrodinamica, de Stokes, siguiendo
el movimiento. .. También distintos simbolos, como “D/Dt”.
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Es facil ver que la tasa de traslacion es, casi por definicién, la propia velocidad

Rotacién
La tasa de rotacién viene dada por la velocidad angular d€2/dt. Debido a un
molesto factor 1/2, se suele definir un vector que es el doble de la velocidad angular

w=2—.
dt
Esta magnitud, de gran importancia, se denomina vorticidad. Su expresién es par-
ticularmente sencilla:
w=V Xu;

es decir, es el rotacional del campo de velocidades.
Por ejemplo,

N _%_sz
T 0x Oy

Deformacién de cizalladura
La deformacion de cizalladura, o de corte (shear strain), tiene tasas asociadas

1 8vi 021]-
€j = 5 + ;
2 \ Ox j 0@
donde 7 # j. Vemos que estas magnitudes son simétricas, €;; = €;;.
Dilatacién
La tasa asociada a la dilatacién, definida como el cambio relativo de la longitud
de la particula en la direccion ¢ resulta ser

. 87)7;
N 81’1"

€ii
es decir, la componente i de la divergencia del campo de velocidades
€ — (V . U)i'

Tensor de deformacién

Por tanto, se puede definir un tensor conjunto para la tasa de cizalladura-
dilatacion. Este tensor cumple las propiedades que pueden esperarse de un tensor de
segundo orden simétrico. En particular, existen tres invariantes: la traza, el determi-
nante, y una cantidad adicional. En términos de los autovalores del vector (llamados
“tasas de deformacién principales”) las expresiones para estas cantidades son muy
sencillas:

"€+ 6+ 6=V -0 (traza)
» €169€3 (determinante)

B €€y + €963 + €3€7.
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También puede definirse un tensor Vv que sea el gradiente de la velocidad (tam-
bién llamada la jacobianaﬁ) con componentes:

8@’

Vuij = vij =

en notacion tensorial seria un producto directo de dos vectores:
Vo=V ®uv.

Es interesante que siempre podemos dividir el tensor en una parte simétrica y
otra antisimétrica

1 1
vig = 5 iy +via) + 5 (vig = vja).

Es facil comprobar que esto equivale a

avi B 1

a—% = Eij —|— §wk.

Es decir, las derivadas espaciales de la velocidad se deben a deformaciones de ciza-

lladura y dilatacién, mas un término de rotacion, que rota la particula pero no la

distorsiona. (Este término sélo estd presente si i # j, en cuyo caso wy corresponde

a la otra componente cartesiana, con el signo adecuado a la permutacion (i, j, k)).
Mas adelante utilizaremos la parte simetrizada del tensor gradiente de velocida-

des, Vu:

— 1 —— 1
VUZ'J' = §<Ui,j + Uj,i) Vo = §(VU + (VU)t)

2.3. Conservacion de la masa

La manera mas elegante de obtener las ecuaciones de movimiento es a partir de
ecuaciones de conservacion. Para empezar, supongamos que una particula tiene masa
m. Desde el punto de vista lagrangiano, la conservacion de la masa es simplemente

m = my, (2.2)

donde my es la masa inicial. Si el volumen de la particula es V y su densidad, por
tanto p = m/V, la expresién anterior significa

pY = po,

donde pg es la distribucién inicial de densidad. (ver [3], p. y [] p. 61). Matematica-
mente, esta expresion puede entenderse como un cambio de variables que solo seria
vélido dentro de una integracion; el jacobiano del cambio de Vy a V serfa p/po.

3En castellano podemos distinguir con el género la jacobiana, la matriz con las derivadas, y el
jacobiano, su determinante.
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Desde el punto de vista euleriano, en cambio, la conservacion se escribiria

dm
% — 0.
Poniendo m = pV |
dp V
Vit

Como vimos en la seccién anterior, el cambio relativo de V es la parte de dilata-
ci6én (la diagonal) del tensor de deformaciones, que a su vez es la divergencia de la
velocidad:

Es decir,
dp
—_ = — 2.4

una expresion que Monaghan denomina, jocosamente, “de la convergencia”, ya que
—Vu serfa “la convergencia” de v [5].
Esta expresiéon, recordando que la derivada temporal es la derivada material,
puede escribirse también
dp
ot
ecuacion que se conoce como “de continuidad”.

Una maneral mas habitual de llegar a esta ley es la siguiente: si la masa en una
region del espacio es fv p, su cambio vendra dado por el flujo de materia a través de
la superficie que rodea esta masa, — f S(pv) -n (el signo menos se introduce porque
el vector normal a la superficie, n, apunta por convencién hacia afuera, asi que un
integrando positivo representa una pérdida). Introduciendo la derivada temporal en
la integral y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss se llega a la misma
conclusion.

+Vpv =0, (2.5)

2.3.1. Incompresibilidad

Si un fluido es incompresible, su masa no puede cambiar (ni temporal ni espa-
cialmente). Esto implica que el campo de velocidades es solenoidal:

V-v=0,

como se concluye de las diversas expresiones de la conservacion de la masa que
acabamos de describir. Por ejemplo, desde el punto de vista lagrangiano que p sea
constante significa que el volumen de una particula, V, también lo sera (dado que la
masa m siempre se conserva). Segin los argumentos cineméticos de la seccién ante-
rior, la dilatacién de una particula es proporcional a la divergencia de la velocidad,
que debe ser nula por tanto.

Dese el punto de vista euleriano, la conclusién es la misma, a partir de la ecuacién

de la convergencia ([24]) o de la de continuidad (23).



Capitulo 2. Resumen de hidrodinamica

2.4. Cambio del momento

La segunda ley de Newton expresa que el momento lineal de una particula cambia
cuando existen fuerzas netas sobre ésta. El momento de una particula es p = mu;
desde el punto de vista lagrangiano,

omuv

o

Como hemos visto que la masa se conserva, podemos dividir por el volumen de la
particula V' y escribir
v
P =1
donde f = F/V es la fuerza por unidad de volumen.
Esta expresion es, desde el punto de vista euleriano,

dv ov
pE—p(anLv-Vv) = f.

Es en esta ecuacion donde queda patente la principal dificultad de las ecuaciones de
la hidrodinamica: resultan ser no lineales. Por ello su desarrollo ha sido tan lento,
a pesar de haber sido propuestas histéricamente a la vez que las de la electricidad
y magnetismo. Estas tltimas, a pesar de su cardcter mas abstracto (en términos de
campos que no son directamente visibles), si son lineales, y verifican una serie de
propiedades que fallan para la hidrodinamica, tales como: existencia y unicidad de
soluciones, movimiento oscilatorio con espectro continuo de frecuencias (una carac-
teristica principal del flujo turbulento).

Podria objetarse que la expresion equivalente lagrangiana si parece lineal. De
hecho, la no linealidad esta “escondida bajo la alfombra”, ya que las posiciones de
las particulas deben actualizarse segin dr/dt = v. Las dos propuestas son, de hecho,
idénticas, al menos a este nivel, exacto.

La fuerza f se puede descomponer, por lo general, en dos tipos:

= Fuerzas de volumen. La m&as comin es la gravedad, que tiene la conocida
forma F' = mg (al menos, cerca de la superficie terrestre). Asi pues, f = pg.
En astrofisica y cosmologia estas fuerzas son, por supuesto, mas complicadas;
en magnetohidrodinamica aparecen también campos eléctricos y magnéticos.

= Fuerzas de superficie: de presién y viscosas.

Pasamos a discutir las ultimas en mas detalle.

2.4.1. Fuerzas de superficie

Estas fuerzas operan sobre una particula de fluido por contacto; salvo en la
frontera del fluido, este contacto es con particulas circundantes. Si tomamos una

10
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particula cibica de volumen V = dx dy dz, la fuerza neta en la direccién x serd en
general debida a esfuerzos, o tensiones (stresses) sobre cada una de las seis caras del
cubo. Estos esfuerzos se consideran positivos si se ejercen hacia fuera de la particula
(en el sentido del vector normal a la superficie, segin el convenio habitual).

Si tomamos tres caras del cubo perpendiculares y con areas dydz, dxdy v dxdz
la fuerza de contacto sobre la particula a través de estas caras sera:

AF, tres caras = Toadydz + Tpydrdz + 7,,dxdy, (2.6)

donde 7;; son los esfuerzos correspondientes.

Como existen otras tres caras paralelas, la fuerza neta sobre el cubo en la di-
reccién x resulta estar relacionada con el cambio de los esfuerzos en sus direcciones
correspondientes. Por ejemplo

Asi pues,

Py = (27 a0 Y dydz + (27 ay ) dedz + (2722 a2 ) dudy
’ ox y 0z

Asi pues, la fuerza por unidad de volumen sera

dF:c neta awa aTxy asz
=t = + +

i Yy  or dy 0z

Para tener en cuenta las otras componentes de f, se puede definir un tensor
de esfuerzos 7 que, como el tensor de deformaciones € es también de orden dos y
simétrico. La conexion con las fuerzas de superficie es, en general

f=V-1;
en coordenadas cartesianas,
f = 91ij
;= :
81’]'

El caso anterior corresponde a ¢ = 1.
La ecuacion del momento es, por tanto:

dv
Py = P9 (2.7)
Para cerrar esta ecuacion hace falta encontrar una expresion de los esfuerzos en
funcién de la velocidad, lo cual por lo general supone conectar de algin modo el

tensor de esfuerzos, 7, con el de deformaciones, e.

11



Capitulo 2. Resumen de hidrodinamica

2.4.2. Presion

Por la definicién de presion habitual, como una fuerza por unidad de superficie
que siempre es normal a ésta, esta claro que las componentes diagonales de 7 son
la presiéon misma; salvo un cambio de signo, ya que una tensién positiva se ejerce
hacia dentro de la particula.

Por ejemplo, la fuerza neta en la componente z debida a la presion sera:

AFy neta = — (%dw) dydz + Odxdz 4+ 0dzdy,

Es facil ver que si p crece con z la fuerza neta en esta direccion sera negativa, como
debe ser.
En este caso,

f = _vpu

simplemente.

En general, el tensor de esfuerzos contendrd un término —p en cada uno de las
componentes diagonales, pero las otras fuerzas de superficie (que, como queda claro,
son de cizalladura) contribuirdn tanto a la diagonal como a los elementos fuera de
ella. Estas otras fuerzas son debidas a la viscosidad en un fluido.

2.4.3. Ecuacion de Euler

Si la viscosidad se supone despreciable, nuestra ecuacion del momento queda

dv

-V
P = P9 Ds

la llamada ecuacion de Euler. Esta es la ecuacion que describe los fluidos inviscibles,
también llamados ideales.
Recordamos una vez mas que la aceleracion no es lineal:

2.4.4. Fuerzas viscosas

Si, por el contrario, existen fuerzas viscosas, estas contribuiran al tensor de es-
fuerzos. El caso mas sencillo es el de los fluidos newtonianos, para los cuales el tensor
de esfuerzos es proporcional al de deformaciones.

Expresando esta linealidad, y teniendo en cuenta la isotropia de los fluidos, se
puede escribir en la base que diagonaliza los dos tensores (la diagonalizacién es
simultanea al ser ambos proporcionales):

T =—p+ Key + Mg + €2+ €3),

12



§2.4. Cambio del momento

siendo ésta la expresion més genérica permitida. Al rotar los ejes para pasar a otro
sistema de referencia, la conclusién es:

Tii = —p+K€ii + AV - v,
y para los elementos de fuera de la diagonal, con j # i:
Tik — KGZ']'.

Una aplicacién de estas ecuaciones a un fluido newtoniano entre dos placas planas
paralelas revela que el esfuerzo en el fluido es

KV
Tey = ?E;

donde V es la velocidad relativa de las placas y h su separacion. Histéricamente,
esta relacién se utiliza para definir (y medir) el coeficiente de viscosidad (dindmica)
TR
Vv
Tey = /Lﬁa
asi pues K = 2u.
En cuanto a A, esta cantidad seria un segundo coeficiente de viscosidad, deno-
minado coeficiente de Lamé en elasticidad. Fijémonos que la traza del tensor de

esfuerzos satisfara - 5
T
—— =p— A+ =)V - 0.
3 =P (A + 3/~b) v

El papel de la “presién extra” —(A + 2u/3)V - v suele por lo general ignorarse,
alegando una de estas dos condiciones:

» La combinacién A + 24/3 es nula. Esto define un fluido “stokesiano”.
= Kl flujo es practicamente incompresible, asi que V - v es despreciable.

La primera condicién, totalmente ad hoc parece no sostenerse en la practica; de
hecho, A parece ser positivo en las (escasas) medidas que se han realizado, asi que
a duras penas puede satisfacerse. La segunda, en cambio, si puede sostenerse en
muchas ocasiones. Al final, s6lo hay algunos problemas de interés en los cuales el
término no puede (o debe) ignorarse, como ondas de choque o atenuacién de ondas
de sonido.

2.4.5. Ecuacion de Navier-Stokes

Recogiendo todas las contribuciones al tensor de esfuerzos resulta la expresion
vectorial

dv

o =pg—Vp+ V- (uVv+ AV -0)1). (2.8)

13



Capitulo 2. Resumen de hidrodinamica

En ella, 1 es el tensor identidad de orden dos, y Vv es la simetrizacién del tensor
gradiente de velocidades introducida anteriormente.
Alternativamente, con subindices:

d’UZ‘ o (’)p 0 6vi 8vj
P dt = O 8% + 8_95] |:/J (8% + 8%) + 52J)\v U’:|

donde se aplica el criterio de Einstein (suma implicita sobre subindices repertidos).

Para un fluido incompresible el término V -v desaparece. Si ademas la viscosidad
puede considerarse constante (en el caso de los liquidos, esto implica generalmente
que la temperatura es constante),

dv
Pt
Esta ecuacion suele ser el punto de partida de muchas teorias o simulaciones de

fluidos viscosos, a pesar de las numerosas aproximaciones que se presuponen. De
nuevo, repetimos que la derivada temporal es la sustancial.

= pg — Vp + uVo. (2.9)

2.4.6. Conservacién de la energia
La energia de una particula es la suma de energia interna, energia cinética y
energia potencial:
E=U+ %mv2 —mg -, (2.10)
donde U es la energia interna, y los otros dos términos son los habituales para

la energia cinética y la potencial gravitatoria (la tinica que consideramos en este
trabajo). Recordando que m es constante, la variacién temporal de la energia sera

dE_dU v
a ar "

Por otro lado, la conservacién de la energia viene dada por la primera ley de la
termodinamica, que reza:

—mg - . (2.11)

dE = dQ + dW,

donde el cambio de energia de una particula dE, puede deberse al calor aportado a
la misma d(@), o al trabajo realizado sobre la misma.

En cuanto al calor, si se define un flujo de calor por unidad de area ¢, de nuevo
podemos plantear un problema similar al que relacionaba fuerza y esfuerzos. Por
ejemplo, en la cara x izquierda tendremos un aporte de calor igual a:

an:,izda
dt
En la direccién z el incremento neto de calor es:

deneto aq:c
—eneto 224y | dydz.
o=~ () v

= q.dydz.

14



§2.4. Cambio del momento

El resultado acaba siendo 0
— =—-VV.
dt 1
El flujo de calor suele considerarse bien aproximado por la ley de Fourier, que
establece que estos flujos son proporcionales al gradiente de temperaturas (y de signo
contrario, obviamente):

q=—krVT,
donde k es la conductividad térmica. En este caso,
d
99 _ yyevr.
dt

Para el trabajo, el argumento es similar: hay que evaluar la tasa de trabajo en
cada una de las caras. En la cara x izquierda esta tasa viene dada por la formula de
la potencia mecanica:

dWx,izda
dt

el signo menos se debe a que consideramos el trabajo sobre la particula de las fuerzas
de contacto que aparecian en la ec. ([2.6]) y siguientes; recordemos que los esfuerzos
son positivos en la direccién hacia fuera de la particula. Asi pues, en la direccion x
el incremento neto de trabajo es:

= — (Vg Ta + VyTay + V:To, )dydz;

sz,neto o a Zj U$T3?j
T ( o dx | dydz.
Teniendo en cuenta todas las caras,
dw
W - VV(U . 7').

Apliquemos la regla de la cadena:
Vw-1)=v-(V-7)+71: Vo,

donde “” significa reduccion completa de dos tensores: a : b=, ; @izbij. Del primer
término, sabemos de la ecuacién del momento, ([2.7):

dv
V-T:p(%—g).

VU'(V-T):mv-%—mg-v.
Llega ahora el momento de igualar las dos expresiones para el cambio de energia,
y vemos que parte de la ecuacién del trabajo cancela la parte de la expresién (Z.1T])
correspondiente al cambio en energia cinética y gravitatoria. El resultado final es:
1 dU

Var = VkVT + 7 : V.

Asi pues,
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Capitulo 2. Resumen de hidrodinamica

Definiendo la energia interna por unidad de masa u = U/m,

du

P = VrVT + 71 : V.

Otra expresion alternativa se puede obtener dividiendo el tensor de esfuerzos en
una parte viscosa y otra de presion, diagonal

=1 —pl
Entonces,
7:Vo=171":Vv—pV- .

Pero de la ecuacion de continuidad, podemos escribir:

_pdp

Desarrollando la expresion,

pdp < pdp  ldp 1ldp ):_ (_d(p/p) 1dp).

p2dt  pdt pdt

dt pdt
La ecuacién de la energia puede reescribirse de este modo:

dh  dp
— = — 4+ VsVT+ 17" : Vo,
Par ~ dt
donde la entalpia por unidad de masa es h = u + p/p.
El término 7" : Vv se denomina “funcién de disipaciéon”, y puede comprobarse
que es siempre positivo. Esta es una expresion de la segunda ley: la viscosidad
representa siempre una pérdida de energia.

2.4.7. Ecuaciones constitutivas

En las tres ecuaciones principales de la hidrodindmica se ve que existen siete
campos. Se puede suponer que tres de ellos son los primarios y los otros cuatro
funcion de ellos. Una eleccién comun es escojer p, vy T'y expresar los otros cuatro en
funcién de ellos. Los campos son p, p, h 'y k. La relaciones p = p(p,T) y h = h(p,T)
vienen dada por la ecuacion de estado termodinamica; es habitual suponer p y s
constantes.

2.5. Otros aspectos

Por no extendernos demasiado, evitaremos totalmente algunos aspectos de gran
interés pero que quedan fuera de este proyecto. Sin embargo, hay otros que merecen
ser discutidos, aunque sea brevemente.
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§2.5. Otros aspectos

2.5.1. Escalado y similitud

Como las ecuaciones de la hidrodinamica son bastante complicadas, es conve-
niente, como en otros muchos ambitos, definir variables sin dimensiones fisicas. Esto
conlleva una serie de ventajas:

= Simplicidad en las ecuaciones, al tener que acarrear menos parametros.

» Generalidad en los resultados, que se aplican ahora a multitud de situaciones
fisicas.

» Identificaciéon de los parametros relevantes.

El método mas habitual es identificar en un problema estos parametros relevan-
tes:

Longitud L La longitud caracteristica del problema. Por ejemplo: el radio de un
cilindro inmerso en un fluido, el radio de una tuberia, la eslora de un barco.

Propiedades del flujo libre Estas son las magnitudes fisicas que corresponderian
a un problema simplificado. En particular, nos interesan la densidad del flujo
libre, pg, su presiéon pg y ...

Velocidad vy Una velocidad de referencia, por lo general correspondiente al flujo
libre, puntos lejanos o fronteras moviles: velocidad de un fluido lejos de un
obstéaculo, velocidad de crucero de un barco. .. En un problema de conveccién,
puede tomarse la velocidad tipica de conveccion, vy = po/(poL).

En términos de estas variables, se pueden definir magnitudes sin dimensiones:

X
==  V'=1LV
Tk i
Vo 0 L o
e R TN
Vo
. v . ) (2.12)
v = — p = —
Vo Po
* P — Do
b = 2
PoVq

Es interesante ver qué sucede con las ecuaciones de la hidrodinamica al usar
estas magnitudes sin dimensiones. La ecuacién de continuidad, (23]), no cambia en
absoluto al pasar a estas magnitudes. Es decir, la continuidad no se ve afectada por
los parametros del fluido.

La ecuacién de Navier-Stokes en su forma mas sencilla, ([2Z9]), se transforma en
otra casi idéntica en variables sin dimensiones, pero esta vez el término viscoso, en
vez de un prefactor p pasa a tener otro.

Ju

w— .
povoL
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Capitulo 2. Resumen de hidrodinamica

Esta expresién no tiene dimensiones; es tradicional definir més bien su inversa

L
Re = poto ,

i

el famoso numero de Reynoldsﬂ. Por tanto, hemos identificado la combinacién de
parametros que determina como de viscoso es un flujo. De hecho también se puede

escribir .
povy L
Re = ——,
gL
lo cual puede verse como un cociente entre las fuerzas inerciales (de arrastre) y las
fuerzas viscosas.

Se pueden considerar estos limites:

Re pequena En este caso, p es grande comparada con povgL, v el flujo es viscoso.
En este caso, dominan los efectos viscosos sobre los inerciales.

Re grande En este caso, pu es pequena comparada con povglL, y el flujo es poco
viscoso. En este caso, dominan los efectos inerciales. Sin embargo, se suele
argumentar que los efectos viscosos son siempre importantes, aunque estén
confinados a una capa limite. Es en este limite cuando puede producirse el
fenémeno de la turbulencia.

Otro pardametro que se desprende de la ecuacién sin dimensiones es el siguiente:

2
Fr = U—O,
gL
el nimero de Froude. Este nimero es importante siempre que la gravedad lo es.
En particular, para fenomenos de superficie libre tales como olas y todo tipo de
problemas navales, al menos para longitudes tipicas superiores al centimetro. A
escalas inferiores, la tensién superficial empieza a ser importante (y, finalmente,
dominante); el nimero relevante es entonces el de Weber, We.
Una descripcién exhaustiva de todas la variables hidrodindmicas (algunas de
ellas asociadas a condiciones de contorno) y los diversos niimeros adimensionales
que aparecen queda fuera de este trabajo, referimos de nuevo a textos candnicos

como la Ref. [4].

2.5.2. Condiciones de contorno

Como es bien sabido, la solucion de una ecuacion diferencial depende de las
condiciones iniciales y de las condiciones de contorno. Las primeras especifican por
lo general la forma de sus campos en el instante inicial ¢ = 0. Las segundas se
refieren a los valores que toman los campos en las fronteras de los dominios. Es

4En rigor, seria pg, pero hemos supuesto en esta ecuacién simplificada que p es constante.
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decir, en mecanica de fluidos, en las paredes de los recipientes o “lejos” del sistema
en cuestion.

Este tema un enorme interés y sutileza; ver por ejemplo la Ref. [4] para una
discusion de las condiciones en la frontera. Sin embargo, los método de particulas en
los que nos centraremos sustituyen estas sutilezas por otras, algunas de las cuales
son problemas abiertos hoy dia. Asi que expondremos simplemente los dos tipos de
condiciones de contorno mas habituales:

de Dirichlet Se especifica en valor de la funcién en todos los puntos del contorno.
Si este valor es nulo, la condicién es de Dirichlet homogénea. Por ejemplo, el
valor de cada una de las componentes de la velocidad es nulo en las condiciones
sin deslizamiento (no slip).

de Neumann Se especifica la derivada de la funcién en todos los puntos del con-
torno. De nuevo, si esta es nula la condicion es homogénea. Por ejemplo, en la
superficie libre de un liquido la componente normal de la velocidad tiene una
derivada tangencial que se suele considerar despreciable.

Las condiciones pueden ser, por supuesto, una mezcla de estas dos. Ademas, el
asunto de donde deben definirse estas condiciones, y dénde su valor es un resultado,
es asimismo delicado.
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CAPITULO 3:

GEOMETRIA COMPUTACIONAL

En esta seccién proporcionamos una introduccion al drea de geometria compu-
tacional. No pretendemos avanzar mucho en esta area, tan sélo introducir los concep-
tos béasicos que serdn necesarios mas adelante. Referimos al lector que quiera ampliar
sus conocimientos al enciclopédico trabajo de A. Okabe et al, Ref. [6]. La idea que
subyace a este campo de la matematica aplicada es el desarrollo de algoritmos que
resuelvan problemas geométricos.

3.1. Algunos conceptos de geometria computacio-
nal

En muchos casos, en los que consideramos en particular, la geometria es simple-
mente la euclidea, incluso plana. Sin embargo, hay un gran nimero de problemas
cuya resolucion numérica eficaz estd lejos de ser trivial. Mencionamos a continuacion
algunos de especial interés en nuestro estudio.

3.1.1. Envolvente convexa

Dada una serie de puntos en el espacio con coordenadas x, (que llamaremos
nodos), existe un poligono (en tres dimensiones, polihedro) que contiene a todos los
puntos en su interior y cuya area es minima. Este se denomina envolvente, o casco,
convexo (convex hull). En el caso de la simulacién, la importancia es evidente, dado
que es vital especificar adecuadamente las condiciones en la frontera.

Existen algoritmos especificos para hallar la envolvente convexa; nosotros hemos
utilizado los que se basan en triangulaciones, como se explica en la siguiente seccion.
Esta eleccién se debe a que estos métodos son tan eficaces como otros, y a que en
muchas ocasiones es deseable construir una triangulacion en todo caso.

3.1.2. Triangulaciones

Sin entrar en muchos detalles matematicos, la idea intuitiva de una triangulacién
es que indica la figura 3.1} una coleccién de tridngulos que no se intersecan, cuyos
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Capitulo 3. Geometria computacional

Figura 3.1: Ejemplo de una triangulacién. La envolvente convexa es el poligono azul. Los
nodos pertenecientes a ella se consideran veciones del vértice infinito en ciertas implemen-
taciones.

vértices son los nodod]. La triangulacién llena el espacio dentro de la envolvente
conexa del conjunto de nodos. Todos los nodos estan rodeados por triangulos, salvo
los los que queden mas “expuestos”, que forman parte justamente de la envolvente
conexa. Para tratar estos nodos igual que los otros se puede introducir un vértice
infinito, que estd conectado a éstos y situado en el infinito (una idea similar a
la de Riemann, que asigna el polo norte de una esfera al punto del infinito del
plano proyectivo). Este es el método implementado en CGAL. La triangulacién define
ademads una relacién de vecindad entre nodos que estén conectados por un lado de
un tridngulo.

De todas las posibles triangulaciones (cuyo nimero puede ser enorme, ya que cre-
ce como 2V), existe una tinica (salvo casos degenerados, como se discutird) llamada
de Delaunay, introducida por Delone en 19249. Una de sus posibles definiciones es
la siguiente propiedad:

Propiedad. Circulos vacios: La triangulacion de Delaunay verifica que las circun-
ferencias circunscritas de uno de los tridngulos no contienen ningin nodo en su
interior.

La figura muestra dos posibilidades de triangulacion de cuatro nodos. De las
dos posibles, la dibujada en azul es la de Delaunay, al cumplir la condicion.

Esta condicién indica claramente qué casos pueden ser problematicos: en configu-
raciones llamadas “degeneradas” puede que haya dos posibilidades de triangulacion;
en este caso, habra un nodo sobre circunferencia circuscrita. Este caso se muestra
en la figura B.3

Otra propiedad muy importante de estas triangulaciones queda patente en la
figura

!Una triangulacién es un ejemplo de una teselacién: un recubrimiento del espacio mediante
teselas “iguales”. En este caso, son iguales al ser todas tridngulos (tetrahedros en tres dimensiones,
sfmplices en general), aunque por supuesto su forma varfa.

2La historia de estos conceptos es bastante embrollada. Boris N. Delone, escribia su nombre a la
manera francesa, Delaunay, en sus primeros articulos (aunque en realidad su nombre familiar era
francés, “de Launay”). El concepto se remonta en realidad a Voronoi en 1908, quien lo introduzco
como dual de su diagrama, aunque fue Delone quien expuso la condicién de circulos vacios.
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Figura 3.2: Dos posibles triangulaciones de cuatro nodos. La azul es la de Delaunay (el
circulo circunserito no engloba al cuarto nodo), la roja no lo es.

Figura 3.3: Caso degenerado: tanto la conexién roja como la azul corresponden a trian-
gulaciones de Delaunay.
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Propiedad. Tridngulos mas equildteros: la triangulacion de Delaunay es la que
produce los angulos internos mas abiertos.

Es decir, los triangulos resultantes son siempre “més equilateros” que los de
otras triangulaciones. Esto puede demostrarse rigurosamente y tiene importantes
consecuencias en el método de elementos finitos, como se discutird mas adelante, en
el cual los triangulos “poco equildateros” no son deseables.

Existen otras propiedades importantes, por ejemplo:

Propiedad. Distancia minima: los vértices mas proximos entre si estan necesaria-
mente unidos por la triangulacién de Delaunay.

3.1.3. Celdas de Voronoi

Para una triangulacion dada, se puede hallar el diagrama dual trazando las me-
diatrices de cada uno de los lados de los triangulos. En el caso de la triangulacién
de Delaunay, la malla dual resulta ser el diagrama de Voronoi, de enorme importan-
cial]. Por la propia definicién, los nodos de esta malla son los circuncentros de los
triangulos de Delaunay. La propiedad més famosa de esta teselacion es la siguiente:

La celda de Voronoi correspondiente a un nodo es lugar geométrico de puntos
que estan mas cerca del nodo que de otros nodos.

La simplicidad de este concepto explica lo antiguo que en realidad. Aunque se
adjudica su definicién precisa a G. Voronoﬂ quien introdujo el concepto formalmente
(aunque en una red periédica) en 1907, en realidad existia una definicién precisa en
un trabajo de Dirichlet de 1850. La idea aparece, mas informal, ya en la teoria de
los vértices de Descartes (1644).

Su generalidad confiere a este diagrama su importancia en ambitos muy diversos:

» Asignacién de recursos por zonas geograficas (centrales de bomberos, delega-
ciones de correos, hospitales .. .)

» Demarcaciones de animales territoriales.

= En fisica del estado cristalino son de gran importancia, aunque en el espacio
reciproco (de Fourier); las celdas se denominan de Wigner-Seitz.

Es interesante que en muchos de estos ambitos el concepto haya sido “redescubierto”
de cero.

A pesar de la mayor simplicidad de la definicion del diagrama de Voronoi, en
muchos casos es mas sencillo implementar una triangulacién de Delaunay y calcular
las propiedades del diagrama de Voronoi a partir de ella.

3La expresién correcta es diagrama y no teselacién, ya que el recubrimiento del espacio es
mediante objetos de distinta naturaleza.
4De nuevo, el apellido se escribe “Voronoi”, “Voronoi”, o “Voronoy”.
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3.1.4. Otros conceptos

Ademas de los casos discutidos, existen otros muchos de gran interés.

Distancias minimas: Destaca el problema de encontrar el nodo mas cercano a
otro dado en un conjunto; o, mas generalmente, los £ nodos més cercanos a ¢él. Este
problema es tibicuo en simulacion, y suele tratarse mediante “linked lists” o listas de
vecinos de Verlet. Es interesante tener en cuenta que existen algoritmos muy eficaces
para resolver este problema, basados en triangulaciones de Delaunay. De hecho, se
puede demostrar que el nodo més cercano a otro debe ser vecino de Delaunay (o
Voronoi).

Formas a: a la hora de buscar una definicién de “frontera” de un dominio est4 cla-
ro que la envolvente convexa es, en general, una opcién muy pobre. Por su conve-
xidad, cualquier convavidad, con todos sus detalles, quedara borrada por una linea
recta que conecte sus extremos. Para retener estos detalles se han propuesto alter-
nativas. Una de ellas son las formas a: dado un radio r, relacionado por a (r = a2
en CGAL, pero la relacién depende del autor), ...

3.2. Las bibliotecas Cgal

La implementacién de rutinas de geometria computacional es, por lo general,
bastante dificil. Por lo general, es muy sencillo implementar un método que funcione
pero tenga un mal escalado con el niimero de puntos. Por ejemplo, es trivial encontrar
el nodo més cercano a uno dado probando todas las N — 1 posibilidades; es mucho
mas dificil mejorar esto y conseguirlo en tiempo que escale como, por ejemplo, log V.

Igual que se hace en otras areas que han sido muy estudiadas, como por ejemplo
el algebra lineal computacional, lo mas indicado es utilizar bibliotecas desarrolladas
por expertos. En nuestro caso, hemos venido empleando las las bibliotecas CGAL,
desarrolladas por un consorcio de universidades y centros de investigacién en su
mayor parte europeos [7]. Se trata de una iniciativa de cédigo abierto de gran com-
plejidad (més de xxx lineas de cddigo a dia de hoy) y, lo que es muy importante en
la practica, dotada de una documentaciéon exhaustiva y muy tutil.

En este campo, la gran complejidad de las estructuras hace que muchos len-
guajes de bajo nivel, como fortran o ¢ no sean realmente adecuados. Por ello, las
bibliotecas CGAL se han decantado desde su fundacién por una implementacién en
c++. Mas atn, han utilizado algunos de los conceptos mas avanzados del lenguage.
Destacamos brevemente algunos.

3.2.1. Programacion orientada a objetos

En este paradigma de programacién se definen entidades llamadas objetos que
engloban datos (como las “estructuras” o “tipos” de lenguajes mas sencillos) pero
también codigo ejecutable. Este cddigo accede principalmente a “sus” datos. De
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hecho, la idea es “proteger” los datos de un objeto, de tal modo que todas las
consultas y modificaciones de datos se hagan a través de codigo.

Por ejemplo, en programacién tradicional se podria definir un vector bidimen-
sional v con dos componentes cartesianas, v.x y v.y. Para calcular su longitud
tendriamos una rutina separada que se invocaria asi: long(v).

En un enfoque orientado a objetos tendriamos, en cambio, un objeto v, y la
longitud seria una funcién propia (“miembro” del objeto), v.long(). Esta funcién
tiene acceso a los datos internos del objeto. Remitimos al libro clasico del inventor
de C++, B. Stroustrup, Ref. [§], y a la excelente obra de Yang con énfasis en
aplicaciones cientificas, Ref. [9].

3.2.2. Plantillas (templates)

Las librerias consisten basicamente en c6digo fuente con plantillas que se “instan-
cian” en tiempo de compilacion segin las necesidades del programador. En resumen,
las plantillas suponen un esquema de programacion muy flexible, de tal modo que
se pueden escribir rutinas enteras que valen para cualquier tipo de variable.
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int div(int i, int j) {

int idiv(int i, int j) { return i/j:
)

return i/j;
}
}
double ddiv(int i, double j< doubie div(int i, double j)¢
) 1 o return i/j;
return i/j;
}
}
//
//
int a=div(2,3); /] a<

int a=idiv(2,3); // a=0
double b=ddiv(2,3); // b«
=0.66...

=0
double b=div(2,3.0); // b«
=0.66...

Lc

template<typename tt>

tt div(int i, tt j) {
return i/j;

}

//

int a=div(2,3); // a=0

double b=div(2,3.0);// b«
=0.66...

double c=

div<double >(2,3); // c¢
=0.66...

Cuadro 3.1: Ejemplos de estilos de programacién: “tradidional”, con sobrecarga y con plantillas.

TVD)) §122701q1q SVT "¢ &8
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Imaginemos que queremos programar una rutina que divida dos ntimeros, dis-
tinguiendo entre divisién entera y entre coma flotante (un asunto, por lo demés, que
suele ser problemético en aplicaciones reales); se puede plantear este problema de
tres maneras, como se muestra en la tabla Bl El enfoque tradicional consistiria en
definir dos funciones casi idénticas, pero con nombres distintos. En c++ se permi-
te “sobrecargar” las funciones, de modo que dos funciones distintas pueden tener el
mismo nombre y el compilador selecciona una u otra dependiendo de (generalmente)
los argumentos de la funcién. Si embargo, se ve que en este caso los cuerpos de las
dos funciones son idénticos. Por medio de las plantillas, se puede escribir un cédigo
genérico que el compilador adapta (“instancia”) segiin haga falta. En este ejemplo,
el operador de divisién “/” esta definido para enteros y ntimeros de coma flotante,
pero el codigo funcionarfa para cualquier objeto que tuviera “/” definido (vectores
en el espacio, puntos, ...).

3.2.3. Contenedores (containers)

Como los de la biblioteca estandar de plantillas (STL). Se trata de una genera-
lizacién de los vectores (arrays) utilizando toda la maquinaria de la programacién
orientada a objetos. Se pueden definir, por ejemplo, objetos de tipo vector que alma-
cenen cualquier clase de datos. Estos vectores pueden crecer o menguar a voluntad,
y todas las tareas de mantenimiento estan automatizadas.

Una particularidad es que los indices no estan particularmente recomendados.
En lugar de ellos, pueden utilizarse iteradores, que comienzan en cierto elemento y
van recorriendo el contenedor.

3.2.4. Ejemplo: diagrama de Voronoi.

Como ejemplo, el cédigo del cuadro 3.2 tomado de la documentacién de CGAL,
recorre los bordesﬁ de una triangulacién de Delaunay y examina si corresponden a
segmentos finitos del diagrama dual de Voronoi o a segmentos infinitos, devolviendo
el niamero total de los dos tipos.

Comienza con una cabecera que incluye el cédigo necesario mediante comandos
#include y sigue con una serie de typedef que son basicamente “alias” y se introdu-
cen por aligerar el c6digo (por ejemplo, en la primera linea de este tipo “K” sustituye
a la expresién tan larga que tiene a su izquierda).

En la funcién principal, main(), se crea una triangulacién de Delaunay. La manera
en que se hace puede resultar algo oscura, pero consiste tan sélo en “cebar” el archivo
con las coordenadas cartesianas, de nombre data/voronoi.cin, a la funcion insert,
que es miembro de los objetos de tipo Triangulation.

Una vez la triangulacién estd creada (no tenemos por qué saber los detalles de
esta construccién), podemos acceder a sus propiedades. En este ejemplo, se recorren

®Los bordes (edges) de una triangulacién son simplemente los segmentos que conectan los vérti-
ces.
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todos los bordes de la triangulacion mediante el iterador eit. Fijémonos que, en el
bucle for se crea este iterador, haciéndolo inicialmente igual que el “primer” borde
(no sabemos cudl es, realmente) y se hace que vaya recorriendo todos los bordes
(mediante el operador ++ hasta que se pasa del “tltimo”.

Lo contenido dentro del bucle es quiza mas dificil de entender, ya que la funcién
dual devuelve un objeto genérico, debido justamente a que el segmento dual de un
borde puede ser o bien un segmento finito o una semirecta (o “rayo”). La funcién
object_cast es la que discrimina cudl caso es el apropiado; dependiendo del resultado
se incrementa el contador ns o nr.

Convengamos que, aparte de algunas dificultades técnicas como las descritas en
el parrafo anterior, la utilizacion de este tipo de cédigos es mucho mas sencilla que
iniciar un desarrollo de cero de estas rutinas geométricas. De hecho, los calculos de
las expresiones que aparecen en el capitulo Bl no son, conceptualmente, mucho mas
complicados que el ejemplo que se ha descrito.
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#include <CGAL/Exact_predicates_inexact_constructions_kernel«
.h>
#include <CGAL/Delaunay_triangulation_2.h>

#include <fstream>

typedef CGAL::Exact_predicates_inexact_constructions_kernel <
L

typedef CGAL::Delaunay_triangulation_2<K> Triangulation;
typedef Triangulation::Edge_iterator Edge_iterator;
typedef Triangulation::Point Point;

int main( )

{
std::ifstream in("data/voronoi.cin");
std::istream_iterator<Point> begin(in);
std::istream_iterator<Point> end;
Triangulation T;
T.insert(begin, end);

int ns = 0;
int nr = 0;
for (

Edge_iterator eit =T.edges_begin();

eit !=T.edges_end(); +t+eit) {
CGAL ::Object o = T.dual(eit);
if (CGAL::object_cast<K::Segment_2>(&o)) {++ns;}
else if (CGAL::object_cast<K::Ray_2>(&o)) {++nr;}

}

std::cout << "The Voronoi diagram has " << ns << " finite <
edges "
<< " and " << nr << " rays" << std::endl;

return 0;

Cuadro 3.2: Célculo de propiedades de un diagrama de Voronoi mediante las rutinas CGAL.
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CAPITULO 4:

SIMULACION HIDRODINAMICA

The numerical calculations were so lengthy, that we came close to the
ultimate limit of what can be done in this way. I myself had no part in
this. I did try once or twice to set up and work out such a calculation,
but then it would turn out that I had made a mistake, so that it had to
be done all over again by others.

Hendrik Lorentz (1926), comentando las dificultades de integrar las ecua-
ciones de la hidrodinamica en una dimensiéon para los calculos de la
Afsluitdijk, el Gran Dique de Cierre en Holanda. De Carlo Beenakker,
Instituto Lorentz de Fisica Tedrica.

Entramos ahora en el dominio de la simulacion numérica. La mecanica de fluidos
computacional (Computational fluid dynamics, CFD) es un campo que ha venido
creciendo exponencialmente desde sus comienzos en los anos 60. Los avances en el
campo siguen, por supuesto, los de los recursos informaticos. Sin embargo, también
los algoritmos y las ideas subyacentes han evolucionado notablemente durante estos
anos. Comentamos brevemente los métodos més tradicionales de resolucién de las
ecuaciones para centrarnos en los basados en particulas.

4.1. Simulaciones de Euler

La simulacién numérica implica por lo general la definicién de un dominio finito.
Por esto, y por el uso tradicional del punto de vista euleriano, se suele definir una
malla fija en el espacio sobre la cual se discretizan las ecuaciones de la hidrodinamica.
Estas ecuaciones se integran temporalmente, calculando la evolucién temporal en
intervalos temporales también discretizados (otra dimensién adicional de la malla,
en el fondo).

Dependiendo del tipo de malla, de la discretizacién y de la integracion temporal
se han venido proponiendo una serie de métodos mas o menos sofisticados y con més
o menos méritos. No es nuestro proposito proporcionar una cronologia detallada de
estos desarrollos, sino tan solo resaltar los aspectos de algunos de ellos que nos seran
de utilidad en el futuro.
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Capitulo 4. Simulacion hidrodinamica

4.1.1. Diferencias finitas

Estos esquemas parten de una discretizacion del espacio para formar una malla.
Los distintos operadores se identifican con diferencias entre los valores de una malla.

Un ejemplo muy conocido seria la expresion para aproximar la primera derivada
de una funcién en una dimension mediante diferencias centradas:

ﬁ - fa+1_fa—l

dx a Tar1 — fa—l

4.1.2. Elementos finitos

Estos métodos aparecieron como una extensiéon de las diferencias finitas a mallas
mas genéricas. Son para nosotros muy importantes, asi que presentaremos en la
seccién (A2) una exposicién més detallada de ellos.

4.1.3. Voluimenes finitos

Un punto de alternativo de de las diferencias finitas consiste en visualizar la malla
dual y considerar el transporte a traves de ésta. Las distintas ecuaciones de conser-
vacion establecen los flujos adecuados, obteniendose asi un método computacional
alternativo.

Nos interesan sobre todo las aplicaciones de este método a mallados basados en
el diagrama de Voronoi. En la seccion discutiremos algunos aspectos de estas
aplicaciones.

4.2. Elementos finitos

El método de los elementos finitos es extremadamente conocido en matemati-
ca aplicada. La definicién precisa depende del autor. Para nosotros, un elemento
finito es una funcién base. Ademads, nos restringiremos al caso en que los elemen-
tos finitos son funciones lineales a trozos (en varias dimensiones, afines a trozos).
Estos elementos suelen ser utilizados dentro de una formulacion de Galerkin, como
se discutirda. En este trabajo “método de elementos finitos” significara por tanto
“elementos finitos afines aplicados en un método de Galerkin”.

En una dimension, el elemento finito sobre el nodo a es un tridngulo de altura
1 sobre el nodo a, que va a 0 linealmente en los nodos vecinos a — 1y a + 1. En
los dos nodos de los extremos la definicion es la misma, salvo que no existe nodo
izquierdo o derecho, segiin qué lado. Es facil ver que estos elementos constituyen una
base para cualquier curva poligonica; es decir, una curva lineal a trozos que cambia
de pendiente en los nodos. Otra caracteristica importante de estos elementos es que
son “casi” ortogonales: la integral sobre la recta real de dos elementos a y b es nula,
salvo que b sea vecino de a (o el propio a).
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Figura 4.1: Triangulacién de Delaunay de un conjunto aleatorio de nodos en un cuadrado.
Elemento finito definido sobre uno de los nodos.

En dimensiones superiores, la idea es la misma: definir una base para las funciones
afines a trozos. Si las superficies son trianguladas (una opcién, por cierto, ubicua en
muchos campos), los elementos deben definirse sobre triangulaciones. De todas las
posibles, se suele argumentar que la de Delaunay es la mas adecuada, al proporcionar
los tridngulos mas equilateros (ver seccién B.1.2). El procedimiento es, por tanto:

= Para un nodo dado, hallar sus triangulos de Delaunay incidentes
» Con los tridngulos, definir un poligono (que no tiene por qué ser convexo).
= Levantar en el nodo un “mastil” de altura 1

» Unir la parte superior del mastil con los vértices vecinos del nodo (que com-
parten tridngulos con él).

4.2.1. Método de Galerkin

Los elementos finitos, definidos arriba, son funciones afines. Sus derivadas son,
por tanto, algo patolégicas: las primeras seran constantes a trozos (es decir, dis-
continuas) y las segundas similares a deltas de Dirac (nulas o infinitas, siendo poco
rigurosos).

Una manera de regularizar estas derivadas es mediante un método de Galerkin;
si bien este método es completamente general y puede emplearse con funciones de
cualquier tipo. Nos centramos en las segundas derivadas, sobre todo el laplaciano
por ser éste el término que suele ser mas delicado en las ecuaciones.

Por ejemplo, tomemos la ecuacién de Poisson:

Vif =g.

En el ambito de las ecuaciones en derivadas parciales, se suele conocer el término
de fuente g y el problema es determinar f. En nuestro caso nos preocupamos mas

33



Capitulo 4. Simulacion hidrodinamica

bien por una reconstruccién: conocemos f y la tarea es calcular un laplaciano g
que cumpla una serie de requisitos. En todo caso, la idea de Galerkin es la misma:
introduciendo funciones base {s,}, transferimos el problema de Poisson a lo que
denomina una “forma débil”

s V2f = / JSq-

Lo interesante de la idea de Galerkin de reformular el problema en forma débil
queda claro si se escribe:

/ 5u(V2f — ) = 0.

El integrando es el error: e = V2f — ¢, que serfa nulo para la solucién exacta del
problema. Lo que se pretende es, si el error no puede hacerse cero en todo punto,
al menos puede “echarse” fuera del espacio funcional que se considera, haciendo
que sea ortogonal a todas las funciones base. Se encuentran ideas similares en otras
areas del calculo numérico, por ejemplo en la aproximacion mediante polinomios de

Chebychev [10].

Si ahora las funciones anteriores se aproximan por
f@) =) sal@) e g(@) =) sa(7)ga
el problema acaba reduciéndose a

Zfb/SaVQSb Zgb/SaSb-
b

Si ahora aplicamos el teorema de Gauss, despreciando el término de borde (lo
cual debe ser debidamente justificado y quiza modificado cerca de las fronteras del

dominio):
Z Aabfb = Z MapGy,
b b

donde la matrix de rigidez es

A== [ (V2)- (Vs

Map = /SaSb.

Esta es la formulacién habitual del método de Galerkin donde, como se ha dicho,
se debe resolver el problema de algebra lineal

y la matrix de masas es

Af =mg,
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para obtener f, a partir de g,.

En nuestra implementacién (seccién [B.3]) el problema es el inverso, mas sencillo.
Ademas, planteamos el problema de una manera algo distinta: si definimos el valor
de cualquier funcién en un nodo como

1 /
g(l_ j‘Sa gsa

(la division es necesaria para normalizar las funciones peso, si es que no lo estén,
de tal modo que se cumpla consistencia de orden cero). En este caso, la forma débil

pasa a ser
SGVQf = /gsa —ga/sa.

El argumento sigue el mismo cauce, pero la ecuacién final es

Z Aabfb - m;gaa
b

donde la “matriz” de masas serfa simplemente diagonal, con elementos m/, = [ s,.
Como casi siempre se satisface consistencia de orden cero, ), s, = 1 asi que esta
reduccion de una matriz mg, a otra diagonal m), = m/d,, se llama en este campo
“aproximacién de masa acumulada” (lumped mass approximation). Corresponderia
a sumar todos los elementos de cada linea de la matriz m y colocar la suma en el
elemento diagonal de una matriz diagonal m’. En muchos casos esta aproximacion
es plausible; en nuestro caso particular es no es tan siquiera una aproximacion, sino
una consecuencia del planteamiento del problema (ver en todo caso la seccién de
trabajo futuro 8, donde tendremos algo que decir respecto a esta aproximacion.)

4.2.2. Elementos finitos en 1D

En una dimensién es muy sencillo evaluar las integrales que aparecen en la matriz
de rigidez y de masas. El resultado final para el laplaciano (en la aproximacién de
masa acumulada) es:

. 2 fa+1 fa—l 1 1
V2 a — - as
( f> ha— + ha+ lha+ - ha— (ha— * ha+) f :|
donde h,_ es el intervalo entre la posicién del nodo a y el de su izquierda, h, =
To— Tq1 Y har = Tar1 — 2, €l de la derecha.

Esta expresion es, de hecho, la habitual en diferencias finitas (ver seccién EI.T]).
Si los intervalos son todos iguales a h, la expresion es muy conocida:

<v2f>a = % [fa-H + fa—l - 2fa‘]

Las propiedades de esta aproximacién son excelentes: verifica consistencia de or-
den cero, V2¢ = 0, consistencia de primer orden, V2z = 0 y consistencia de segundo
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orden, V222 = 2, para cualquier conjunto de nodos. Lo tltimo es sorprendente:
las funciones base tienen segundas derivadas patoldgicas; sin embargo, las prime-
ras derivadas, dentro de un método de Galerkin, proporcionan la segunda derivada
exacta.

Para completar la discusién, los elementos de la matriz de masas son

1
Mgq = §(ha7 + haJr)

1
Maa—1 = éha—

1
Mg a+1 = éha+

Puede comprobarse que se recupera la expresion para la masa acumulada, m, =
ma,a + ma,afl + ma,a+1-

A la hora de implementar estas expresiones (que son lo bastante sencillas para
requerir un pequeno programa en un programa de célculo estilo matlab, u octave)
es interesante que las matriz de rigidez es, en un enfoque ingenuo, singular. Por
ejemplo, para 4 nodos equiespaciados (ponemos h = 1 por claridad):

1 1 0 0

1 -2 1 0
A=10o 1 o 1 |

0 0 1 -1

una matriz claramente singular (basta sumar filas sucesivamente). El dlgebra lineal
nos esta indicando, a su manera, que el problema esta mal condicionado porque falta
una parte importante: las condiciones en la frontera. Por ejemplo, si estas son de
Dirichlet homogéneas en los dos extremos, estas condiciones se reflejan en la matriz
de rigidez, que pasa a ser:

-2 1 0 0
1 =2 1 0

A= 0 1 -2 1 , (4.1)
0o 0 1 =2

la cual ya no es singular. En general, la idea es introducir “a mano” las condiciones
en la frontera en las matrices de rigidez y de masas. Para esto 1ltimo puede ser tutil
introducir nodos de frontera que luego no aparecen en las matrices. En la matriz
anterior, habria entonces un “nodo 07, a la izquierda del primero, y otro “N 4+ 1" a
la derecha del tltimo.
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Otra opcion es anadir explicitamente estos dos nodos de frontera a la matriz,
escribiendo dos filas adicionales bastante triviales:

10 0 0 0 0
-1 -2 1 0 0 0
A o 1 -2 1 0 0
o 0 1 -2 1 0
o o0 0 1 =21
0O 0 0 0 1

La matriz de masas debera tener dos filas andlogas; por ultimo, el vector g debe
contener dos elementos adicionales, correspondientes al valor de la funciéon f en los
dos extremos del dominio (para el caso homogéneo serfa ambos cero, pero pueden
usarse otros valores). De este modo forzamos a que la funcién f satisfaga los valores
deseados en los extremos, mientras la conexién con los nodos internos esta garanti-
zada por la parte original de las matrices. Un inconveniente es que las matrices ya
no son simétricas.

La tultima opcién es quiza mas elegante: consiste en alterar la parte derecha de la
ecuacion de Poisson para incluir las condiciones de contorno adecuadas, partiendo
de las de Dirichlet homogéneas ([{1l), ver [11], p. 377.

4.2.3. Elementos finitos en 2D

Las integrales son més complicadas en dos dimensiones, pero son bastante asu-
mibles, dado que los elementos son lineales a trozos. Es evidente que un nodo sélo
tiene solapamiento con sus vecinos de Voronoi (o Delaunay). Asi pues, las integrales
son sobre triangulos. El resultado final es:

Ma(V2f)a = % Z fv (cot Oy + cot 0l,) (4.2)
b

donde m, = A/3, un tercio del area de la base del elemento (la suma de las areas de
los tridngulos incidentes) y los dos dngulos son los dos dngulos externos compartidos
por el nodo a y su vecino b (ver figura 2)). Esta es la conocida “férmula de la
cotangente”. Como esta funcion trigonométrica tiende a 0 cuando los dngulos tienen
al recto, esto significa que el papel de un nodo b es menor cuando sus triangulos son
abiertos en la direccién que une a y b. En cambio, cuando son cerrados o abiertos su
papel es muy grande, al tender la contangente a infinito cuando su argumento tiende
a cero o a dos angulos rectos. Vemos que esta expresion del laplaciano incorpora por
tanto una nocién de la distorsiéon de una triangulacion.
Cuando a = b, la férmula es la que satisface consistencia de orden cero:

Z (cot Ogp +cot @), —  (V3e), =0.
b

En la practica, es mas util utilizar este hecho que evaluar la expresion completa.
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A
T

Figura 4.2: Los dos dngulos de la férmula de la cotangente.

Como este método es ampliamente utilizado, han aparecido numerosos trabajos
sobre las propiedades de esta aproximacién [12 [13].
En cuanto a la matriz de masas, los elementos son

A
Maa = Ev
con la misma area A que aparecia en my, y
- Aab
Map = 12 )

donde A, es el area de los dos triangulos compartidos por a y b. Sumando para
cada triangulo, dado que existen dos nodos distintos de a, se tendra

Aw | JAw _ Aq
b

12 3

Sumando a todos los triangulos incidentes a a se recupera la expresion para la masa
acumulada, m, = A/3.

4.3. Simulaciones de Lagrange

Las simulaciones de particulas, o lagrangianas, siguen el otro punto de vista
histérico, el lagrangiano. Se definen por tanto particulas de fluido que deben seguir
el campo de velocidades. Esto conlleva la dificultad de que no puede definirse ya una
malla fija para el sistema. De hecho, el propio concepto de malla debe ser redefinido:
o bien se abandona totalmente o bien se debe remallar a cada paso temporal (o, al
menos, cada cierto tiempo).

Estas simulaciones pueden ser superiores a las eulerianas, més tradicionales, por
distintos motivos [5]:

» El tratamiento de la adveccién es exacto (dentro de los limites de la integracién
temporal). En cambio, los metodos eularianos presentan generalmente una
dependencia del mallado, que debe escogerse con cuidado, y falta de invarianza
galileana que se pone se manifiesto si se sobreimpone un campo constante de
velocidades.
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= Los sistemas con mas de una componente son faciles de simular: una particula
es de un tipo o de otro. En particular, el tratamiento de la superficie libre es
muy sencillo: es la superficie que separa dos componentes. Se pueden obtener
resultados razonables sin imponer condiciones en esta superficie.

s Fl calculo numérico se realiza en las zonas donde hay particulas. Esto es fun-
damental a la hora de simular sistemas donde la materia estd muy concentrada
en ciertas regiones, y hay grandes vacios entre ellas. Por ello uno de los orige-
nes del método SPH, y una de sus principales aplicaciones, es en cosmologia y
astrofisica, donde la materia acaba en muchas ocasiones concentrada en regio-
nes muy reducidas. También es importante en problemas con fragmentacién y
gotas.

= Un aspecto relacionado con el anterior: no es necesario intuir donde va a ser
necesaria mas precision. En una simulacion euleriana es por lo general necesario
refinar la malla en las zonas donde se prevé mas dificultad; en una lagrangiana,
este refinamiento puede irse modificando en el tiempo y el espacio.

= Para problemas con fragmentacion, el enfoque euleriano es mucho mas sencillo,
ya que no hay que preocuparse demasiado por las condiciones de contorno. Por
ello, el método SPH es casi estandar en problemas de explosivos.

= La simulacién numérica de particulas es muy similar a la dindmica molecu-
lar. Al estar este método muy desarrollado, se pueden utilizar las multiples
técnicas desarrolladas para él, como por ejemplo las listas de vecinos de Verlet
o las celdas enlazadas, para acelerar la ejecucion. También se pueden adap-
tar las técnicas que no pueden aplicarse directamente, como los integradores
temporales: en dinamica molecular las fuerzas dependen por lo general de las
posiciones solamente; si éstas dependen de la velocidad también los algoritmos
deben ser adaptados. En este 1ltimo punto, hay una fuerte analogia con la
dindmica de particulas disipativa (DPD), una técnica de simulacién molecular
donde aparecen fuerzas de friccion dependientes de la velocidad.

Historicamente, estas simulaciones comienzan con la propuesta de la hidrodinami-
ca de particulas suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH). Hoy en dia
es claramente el método mas popular de simulacién lagrangiana.

Sin embargo, antes de presentar el método, y otras teorias mas alternativas, es
conveniente formular los métodos de particulas dentro de un formalismo genérico.
Seguiremos la Ref. [14], uno de los trabajos mas claros sobre este tema.

4.3.1. Formulacién genérica

En la seccién 211 se hizo hincapié en el punto de vista de Lagrange. Este punto
de vista es el natural para formular un método de particulas lagrangianas, igual que
la imagen de Euler es la natural para los métodos de malla fija.
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Una particula en nuestra simulacién serd, por tanto, un pequeno sistema fisico
con sus magnitudes correspondientes. Para una particula a, de una total de IV,
tendremos: la masa M,, volumen V,, velocidad v,, energia interna e,. ..

Una aplicacién directa de las ecuaciones (2.1]) y (2.2]) nos proporciona estas ecua-
ciones de movimiento de una particula lagrangiana:

M,
a0

(4.3)
dr,
T :O

dt

El cambio en velocidad vendrda dado por la ecuacién de Navier-Stokes (2.8]),
“particularizada’”:

dv,, - -
pad—vt = pag — Vap + Vo (1aVav + Ao (V- 0)1). (4.4)

En esta ecuacion todos los términos son bastante faciles de evaluar salvo los ope-
radores diferenciales espaciales. En efecto, con V, nos referimos en ella a “una
aproximacion para el operador V en la particula a”. La dificultad radica justamente
en como definir un operador que tenga propiedades numéricas adecuadas.

Divergencia

Para avanzar en este problema de una manera sistematica, fijémonos en la ecua-
ci6n ([23) para el cambio de volumen de una particula, y apliquémosla a una particu-
la:

V,
— S 4.
o V.V, - v (4.5)

En este momento, formulemos esta importante condicion:

Propiedad. Volumen de la particula: El volumen de una particula dada viene de-
terminado por la posicién del conjunto de las particulas.

Esta condicién es bastante genérica y no especifica de momento cudl es procedi-
miento para obtener el volumen de una particula. Como veremos, distintos procedi-
mientos conducen a distintas aproximaciones.

Si admitimos esto, la regla de la cadena nos dice que el cambio en el volumen

sera
av, 4V, dR, av,
_ ARy o 16

dt zb: AR, dt zb: dRr, " (4.6)

Aqui se ha escrito dV, /dR, para el vector que expresa el cambio del volumen V,
cuando cambia la posicion de la particula b. Es decir, su componente cartesiana i
vendra dada por dV,/dzy;.
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§4.3. Sitmulaciones de Lagrange

Comparando la expresién con (A1), vemos que una aproximacion a la divergencia

en la particula a seria

1 dV,
V, v=— E - Vp. 4.
ot v Va b d]ib vb ( 7>

En rigor, esta seria una aproximacion a la divergencia de la velocidad. Sin embar-
go, como estamos buscando una expresion general para la divergencia, esta férmula
debe tomarse como vélida para cualquier campo vectorial, no sélo el de velocidades.

El gradiente

Para obtener una expresién para el gradiente, consideremos la ecuacion de Euler

para una particula,
dv,

P

donde omitimos el término gravitacional, que no conlleva ninguna dificultad.
En la secciéon anterior conectamos una ecuacién tomada del continuo con otra
procedente de la regla de la cadena y de la condicion del volumen de una particula.
Ahora seguiremos el mismo camino, definiendo la energia de una particula a como

en (210):

= —Vup, (4.8)

a*

1
E,=U,+ §mav2 (4.9)

La energia total del sistema es
1
E:ZEa: E (Ua—|—§mavg>.

Igual que en el caso continuo, (ZIT]), el cambio de la energia sera

dE dv,  dU, dV,
= Vo - . 4.10
dt Z(m” a T, dt) (4.10)

a

Por otro lado, conocemos la relacion termodinamica

—
p - aVJ
valida para un proceso adiabatico. Asi pues,
dE dv, AV,
E = Z <mava . % _paﬁ> . (411)
Introduciendo la ecuacién (4.6l),
dFE d'Ua dVa
% = Z (mava : % — Da de . Ub) . (412>
a b

41



Capitulo 4. Simulacion hidrodinamica

Para recuperar la ecuacion de Euler, este cambio de energia debe ser nulo:

% — N Zmava Zpa ) (4.13)

Vemos que una posibilidad de satisfacer esta ecuacién es definiendo

Qv _ 5~ Vs
i~ dRr,

(4.14)

Mg

Una comparacion con la ecuacién de Euler (L8] revela que acabamos de intro-
ducir una aproximacién para el gradiente de la presién:

= dvb (4.15)

Esta es una expresion similar a la de la divergencia ({71), pero con sutiles diferencias:
un cambio de signo y una inversiéon de a y b en la derivada. Ademas, estos dos
operadores son mutuamente adjuntos en cierto sentido, como se discute en [14].

4.3.2. SPH

Este método fue propuesto en 1977 de manera casi simultdnea por Lucy [15] y
Gingold y Monaghan [I6]. Fue la segunda referencia la que lo bautizé con el término
con que se conoce hoy en dia, hidrodindmica de particulas suavizadas (Smoothed
Particle Hydrodynamics, SPH).

La idea era utilizar las técnicas de dindmica molecular, bastante bien asentadas
por aquel entonces, para atacar problemas de hidrodindamica. La mecanica molecu-
lar, en resumen, consiste en resolver las ecuaciones de movimiento de Newton para
un conjunto de moléculas. Sus “particulas” son, por tanto, centros de interaccién
moviles descritos por magnitudes fisicas moleculares, microscopicas. Por ejemplo:
masa, carga, momento dipolar; pero nunca presion ni viscosidad. La ventaja de el
programa SPH es la relativa facilidad de implementar un método lagrangiano de
este modo. Por ejemplo, no requiere ningin mallado (si acaso, y por motivos de
eficacia numérica, una simple lista de vecinos que se utiliza a la hora de calcular las
interacciones).

El método introduce una funciéon nucleo (kernel) W para describir las inter-
acciones entre particulas. Esta funcién tiene por lo general forma de campana, es
isotrdpica, y se anula para puntos lejanos (tiene “soporte compacto”). El alcance de
esta funcién es muy importante.

La manera mas natural de obtener una formulacién SPH dentro del formalismo
genérico de la seccién .31l es a partir de una definicién de volumen de una particula

ia = ZW(Tab)u
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donde 74, = |r, — 73|. Las funciones nicleo tienen por tanto dimensiones de inversa
de volumen.

Si una particula a tiene numerosas vecinas b dentro del soporte de su nucleo,
entonces el sumatorio tendra un valor elevado y su volumen serd pequeno. Si, por el
contrario, no hay ninguna, el sumatorio solo tendré el término a = b y el volumen
serd muy grande (este limite identifica ademds w(0) como la inversa del volumen
minimo de una particula).

Utilizando esta definicién de volumen en la ecuacién general de la divergencia
D) se llega directamente a esta expresion:

Vo v =V, VWa - va, (4.16)
b#a

donde se quiere decir
VWa = VW (ra)

v v €s la velocidad relativa de las particulas a y b:
Vab = Ug — Up.

De hecho, se han propuesto diversas definiciones de la divergencia en SPH, y
esta corresponderia a una de ellas, muy similar a los discutidos en el articulo de
referencia de Monaghan [5] (es idéntica a una de ella si las masas de las particulas
son iguales, m, = my; también puede deducirse exactamente si en la ecuacién (2.13)
de esta referencia se usa ® = 1/V).

En cuanto al gradiente, la ecuacién genérica ([AIH]) se puede escribir asi:

1
Vap = 35 > (Vipa + Vip) ViV, (4.17)

a b#a

Esta expresion es casi idéntica a la recomendada por Monaghan [I7, [5] (para ser
precisos, las masas deben ser iguales para que se recupere exactamente la misma
expresion).

Estas expresiones pueden servir de partida para desarrollar un método de simu-
lacién completo, que requiere atender numerosos detalles, entre otros:

La ecuacion de estado. Para cerrar el sistema de ecuaciones, se debe relacionar
presion y densidad. Como las aplicaciones suelen ser hidrodinamicas, el sistema
debe ser incompresible. Asi pues, la ecuacién de estado debe presentar una
subida dréstica de la presién con la densidad (se suele utilizar la de ecuacién
de Cole, que es muy sencilla). Alternativamente, se puede intentar implementar
una incompresibilidad rigurosa, lo cual conlleva bastantes dificultades técnicas.

Derivadas de orden superior. Por lo general, el laplaciano no se implementa
como la divergencia del gradiente, ni tampoco se utilizan derivadas segundas
del nicleo; por el contrario, se emplean otras expresiones equivalentes en teoria
pero muchos més féciles de implementar en la practica (tan complicadas como
las expresiones anteriores para la divergencia y el gradiente).
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Capitulo 4. Simulacion hidrodinamica

Las condiciones de contorno. Como los nucleos de las particulas se extienden
bastante, y son isotropicos por lo general, las condiciones de contorno son
complicadas de implementar.

Integracion temporal. Aunque no presenta ni mucho menos las dificultades de la
integracién espacial (al ser el tiempo unidimensional, y no estar discretizado
de ninguna manera concreta), lo cierto es que es necesario hacer que el sistema
evolucione en el tiempo con un algoritmo que tenga carateristicas adecuadas.
Por ejemplo, integradores simplécticos, como el de Verlet en alguna de sus
variantes.

No es este el lugar para una discusion de todos estos aspectos del método SPH,
ni de sus multiples aplicaciones. Como se ha dicho, el método es, con gran diferen-
cia, el mas utilizado para simulaciones lagrangianas. Existe una fuerte comunidad
académica que emplea este método. Por ejemplo, la ERIC (European Research In-
terest Group, Grupo de Interés de Investigacién Europeo) SPHERIC, dentro de la
comunidad ERCOFTAC (FEuropear Research Community On Flow, Turbulence, and
Combustion) aglutina 12 grupos directivos (Steering Comitee), 52 grupos europeos
adicionales y 23 de fuera de Europa. Cada ano organiza un taller sobre el método,
en cuyas dos tltimas convocatorias el candidato ha presentado comunicaciones (en
sesiones de “teorfas alternativas”) [I8[19]. Las aplicaciones industriales también ca-
bida en este grupo, con diversos grupos del campo de la hidraulica, energia, geologia,
obras publicas y explosivos.

La aplicacién mas existosa del método es, sin duda, en el campo de los efectos
especiales. El programa informatico RealFlow, desarrollado por la compania Next
Limit, es hoy en dia el méas destacado a la hora de desarrollar efectos realistas de
liquidos. La compania recibi6 un Premio de la Academia por Logros Técnicos (de
la Academia de las Artes y las Ciencias Cinematograficas de EEUU) por su trabajo
en El Senor de los Anillos, donde se simulaba agua y otros fluidos, como lava. Sin
embargo, la compania al parecer no utiliza SPH, sino otro método (mallado de
Boltzmann) para su programa de simulacién ingenieril XFlow.

Quiza esto ultimo represente un punto de vista extendido: a pesar de la potencia
y simplicidad de SPH, parece dificil ir “mas alla” con él, y llegar hasta un desarrollo y
aplicacién comparables a los métodos de dinamica de fluidos computacional basados
en mallas eulerianas. El método debe ser, por tanto, refinado considerablemente
de manera apropiada para cada aplicacién. Los recursos informaticos pueden ser,
ademas, bastante intensivos si se requiere precisién: una carecteristica de SPH es
que se puede aumentar la preciéon aumentando el alcance del nicleo. Esto es por un
lado positivo, ya que al menos existe esta posibilidad; pero un nicleo muy extendido
amplia el nimero de vecinas de cada particula, aumentando considerablemente el
coste de la simulacién en términos de tiempo de ejecucion y también de memoria.

Una alternativa es considerar otros métodos basados en particulas, aprovechando
las lecciones aprendidas de SPH (que son numerosas, en particular en lo relativo a
los detalles técnicos mencionados arriba). Un enfoque muy interesante, pero que no
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desarrollaremos en detalle aqui, es aplicar ideas del método de los voliimenes finitos.
Referimos al interesante trabajo de V. Springel [20].
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CAPITULO 5:

METODOS BASADOS EN DIAGRAMAS
DE VORONOI

La idea de las formulaciones de particulas basadas en diagramas de Voronoi es
sencilla: usar la celda de Voronoi de una particula a para definir sus propiedades. Se
trata de una idea original de M. Serrano y P. Espanol [I], que luego ha sido discutida
por el mismo grupo investigador [21], [14] [I§] y también por otros [22].

En realidad, basta con definir el volumen de una particula, V,, como el volumen
de su celda de Voronoi asociada. El formalismo genérico de la seccion F.3.1] puede
emplearse entonces, y sélo basta determinar las variacién de V, cuando cambia Ry,
la posicién de la particula b (sea b igual a a o no).

5.1. Operadores diferenciales

Los célculos resultan ser bastante farragosos (ver apéndice de [I]), pero lo intere-
sante es que este cambio viene dado por magnitudes geométricas bastante intuitivas:

Na _ 4. (2_2)

8rb 2 Tab

Las expresiones que aparecen en ella son (ver figura [(5.1)):

El area (o longitud en 2d) de la cara de Voronoi comiin a a y b, Agy.

La distancia entre a y b, rq.

El vector unitario de a hacia b, ug,.

El vector ¢, tiene una definiciéon mas complicada: va del punto medio entre a
y b hasta el centro de masas de la cara de Voronoi comin a a y b. Si el vector
uqp es “radial”, éste seria “transversal” o “de cizalla”.

Ademas, si b = a,
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A

Figura 5.1: Magnitudes geométricas que aparecen en el cambio del volumen de una celda
de Voronoi.

Esta propiedad implica que la divergencia de un campo constante sera nula; uti-
lizdndola, una manera concisa de expresar el operador de la divergencia (A1) es:

1 Uy,  Cgp
= — E = _ (v — . 1
Varv Vo't Aw { 2 RZJ (00 =) 51)

Como se ve, la contribucién de la particula b a a es en todo caso proporcional al
area (longitud en 2d) de la cara en contacto comun. Luego, hay una parte central
de la divergencia, proporcional a ugy, - (v, — v,), ¥ una parte transversal proporcional
a Ugp - (Vp — Vg)-

También puede escribirse la ecuacién para el gradiente (LI de este modo:

. 1 Ugp Cab
Vap = — ab | — (Pa — o — , 5.2
P=y b; Aawp { 5 (pa + pb) R, (Pa — pb) (5.2)

donde se ha simetrizado la expresion utilizando el hecho

Z Aabuab = 07
b

lo cual es facil de demostrar como una consecuencia del teorema de la divergencia
de Gauss aplicado a campos constantes.

5.2. Dificultades

En la referencia[23], Mar Serrano informaba de que esta implementacién fallaba
parcialmente en una prueba muy sencilla: un campo externo de cizalla con for-
ma sinusoidal. Més adelante, en la referencia [14] Pep Espafiol y la misma autora
analizaban las expresiones para los operadores diferenciales, dejando de lado por
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claridad las simulaciones hidrodindamicas completas. Se consideraban particulas dis-
puestas sobre el cuadrado unidad (tanto aleatoria como regularmente), en las cuales
se imponia el campo

P(r) = Pysen(k - r)

(no se dice en el articulo, pero creemos que Py = 1 y k = 27). Se evalia el gradiente
segun la férmula 5.2 y se compara con el exacto,

g(r) = Pok cos(k - r)u,

mediante un error Li:

b=y TPk = gl

En la figura se representa, a la izquierda, los resultados para distribuciones
regulares y aleatorias. Como es de esperar, la convergencia es més lenta en el segundo
caso, pero el operador diferencial converge adecuadamente.

La sorpresa aparece al hacer lo analogo para la divergencia. Primero se impone
un campo vectorial

v(x,y) =vosen(k - 1)

cuya divergencia es

d(x,y) =vo - kcos(k - r).

El error converge igual de bien en distribuciones regulares, pero la convergencia
se destruye totalmente en distribuciones al azar. Este resultado es un auténtico
obstaculo para una simulacion de particulas. Incluso si se consigue una formulaciéon
que no involucre la divergencia, lo cual es bastante viable, el laplaciano que aparece
en el término viscoso se vera forzosamente “contaminado” por la divergencia. Esto
es obvio si éste se evaliia como la divergencia del gradiente. Por supuesto, todavia
puede simularse un fluido inviscible, como se hace en la Ref. [2I], ya que en la
ecuacion de Euler no aparece la viscosidad

5.3. Convergencia del laplaciano

En articulos de Pep Espanol, Ignacio Zuiniga y Jesis G. Anero [24] 25] se uti-
lizaba de nuevo el diagrama de Voronoi en el contexto de la teoria de transporte.
Se identifico que las funciones de correlacién temporales presentaban una patolégica
singularidad en el origen. Una posible solucién era utilizar elementos finitos como
funciones base, lo cual llevaba directamente a la expresion de la cotangente para el
laplaciano, Ec. (£.2).

Parece natural, por tanto, utilizar esta misma idea dentro del contexto de las
simulaciones de particulas. La esperanza es circunvalar las dificultades expuestas en
la seccion y evaluar directamente el operador laplaciano, evitando utilizar la di-
vergencia. En esta seccion se presenta material original que explora esta posibilidad.

Consideraremos el problema en una y dos dimensiones, que discutimos por se-
parado.
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Figura 5.2: Convergencia de los operadores gradiente (izquierda) y divergencia (derecha)
para particulas al azar en dos dimensiones. Se dibuja el error L; en funcién de la distancia
promedio entre particulas h = 1/v/N, en escalas logaritmicas. De [14].

5.3.1. Una dimension

De manera similar a lo explicado en la seccion [5.2] en una dimensién colocaremos
N particulas sobre el segmento [0, 1] en estas posibles disposiciones:

» Sobre una malla regular, con las particulas en posiciones z, = a/(N —1)—1/2,
a € [1,N].

= Colocadas al azar, con posiciones tomadas de niimeros aleatorios entre 0 y 1
(éstos no incluidos).

Nuestra funcién prueba es

1
flz) = e sen(27zx),
que cumple las condiciones de Dirichlet homogéneas f(—1/2) = f(1/2) = 0. Su
laplaciano exacto es
g(z) = f"(x) = —sen(2mx).

Discutimos tanto los resultados de aplicar el método de elementos finitos completo,
g=mAf.

como el de masa acumulada,
G=m'Af

Este ultimo es muy rapido computacionalmente al no requerir inversion matricial.
En la figura vemos los resultados de aplicar los dos métodos en una malla
regular para N = 10. El acuerdo es claramente excelente, incluso para este niimero
tan bajo. En [£.4] con el mismo NN pero con posiciones al azar, se aprecia que el
resultado no es tan bueno. Las particulas que estan muy alejadas causan grandes
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Figura 5.3: Laplaciano aproximado por el método FEM en la versién completa (circu-
los azules) y de masa acumulada (cuadrados rojos) para particulas equiespaciadas en una
dimension. En linea continua negra, la solucién exacta.

desviaciones respecto del valor exacto, en ambas versiones. En esta distribucién en
particular, existe un gran vacio de particulas en la parte izquierda del segmento, y
ambas versiones fallan, como es natural. Sin embargo, la version de masa acumulada
parece fallar también en zonas con alta concentracion de particulas, mientras que
la completa no. Esto se debe a la multiplicacion por la matriz m, que suaviza estas
fluctuaciones.

Para cuantificar la convergencia, utilizaremos el error L, relativo:

L2 _ \/Z (g(xa) B ga)2. (53>
>

(9a)°

En la figura se muestra esta magnitud para el caso regular y aleatorio. En el
primer caso se observa una clara convergencia de las dos versiones del método,
con resultados casi indistinguibles en la escala empleanda. Un ajuste a una ley de
potencia revela una convergencia como Ly ~ N 2. En el caso aleatorio, en cambio,
las dos versiones se distinguen claramente; la de masa completa sigue convergiendo
con el mismo exponente —2, pero la de masa acumulada converge mas lentamente,
como Ly ~ N1

Para completar el estudio, dibujamos también la convergencia del problema in-
verso (de Poisson):

- . —1 r

g - A mfa
0, en version de masa acumulada,

9= mof.

En la figuraG.6 se ve que las aproximaciones convergen; esta vez hay poca diferencia
entre las dos, y obtenemos un ajuste aproximado a la ley Ly ~ N=24. Es decir, la
convergencia es mejor que en problema directo.

ol



Capitulo 5. Métodos basados en diagramas de Voronoi

92

Figura 5.4: Igual que en la figura B3] pero para distribucién al azar de particulas.
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Figura 5.5: Convergencia del laplaciano aproximado por el método FEM. Circulos azules:
versién completa en disposicién aleatoria; diamantes azules: version completa en disposiciéon
regular; cuadrados rojos: versiéon de masa acumulada en disposicién aleatoria; cruces rojas:
versién de masa acumulada en disposicion regular. Las lineas azules son ajustes a los puntos
mediante leyes de potencia de exponente —2; la linea roja, ajuste mediante ley de potencia
de exponente —1.
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Figura 5.6: Convergencia del problema de Poisson aproximado por el método FEM. Simbo-
los como en

5.3.2. Dos dimensiones

En dos dimensiones colocaremos N particulas sobre el cuadrado unidad [0, 1] x
[0, 1] en estas posibles disposiciones:

= Sobre una malla regular cuadrada, con las particulas en posiciones z, = a/(L—
1) —1/2,a € [1,L], con L =+/ N,y similarmente para y,.

= Colocadas al azar, con componentes cartesianas tomadas de niimeros aleatorios
entre 0 y 1 (éstos no incluidos).

= Como estado intermedio, también contemplamos una perturbacion de la malla
regular cuadrada, en la que cada particula puede desplazarse al azar dentro
de un cuadrado cuyo lado es un 10 % de la distancia entre particulas.

» Por ultimo, utilizamos el generador de mallas (“mallador”) de la aplicacién
GiD [26], disenado justamente para calcular mallas que tengan buenas propie-

dades.

En este caso la funcion que utilizamos es

fz) =

)2 sen(2mz) sen(27y),

que cumple condiciones de Dirichlet homogéneas en el cuadrado unidad y cuyo
laplaciano exacto es

g(x) = V2f(z) = —2sen(27x) sen(27y).

En la figura 5.7 se muestran 900 particulas colocadas al azar sobre el cuadrado
unidad. Se dibuja también la triangulacién de Delaunay correspondiente. Ademas
se incluyen las “particulas de frontera”, necesarias a la hora de implementar las
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Figura 5.7: Particulas al azar sobre el cuadrado unidad. Circulos azules sélidos: particulas
originales; circulos azules vacios: particulas del borde anadidas. Segmentos negros: bordes
de Delaunay internos; segmentos rojos: bordes externos.

condiciones de contorno (en una dimensién bastaba con dos, que situdbamos en 0
y 1). Estas particulas reciben el valor 0 y se tienen en cuenta como vecinas de las
particulas interiores (los bordes de la triangulacién de color rojo), aunque no se
calcula el laplaciano sobre ellas.

Igual que antes, calculamos el laplaciano mediante dos versiones: la completa y
la de masa acumulada. En la figura 5.8 se muestra el resultado de la segunda version
para las posiciones aleatorias de la figura5.7l Evidentemente, el resultado no es muy
satisfactorio, con bastante dispersion cerca de los extremos de la funcién.

Para cuantificar esta dispersion y su dependencia del niimero de puntos, de nuevo
utilizamos el error relativo L, ecuacién (B5.3)). Los resultados se muestran en la figura
(.9l Se puede concluir lo siguiente:

= El método de elementos finitos no es convergente en disposiciones desordenadas
(aleatorias o perturbadas), en ninguna de las dos versiones.

= La aproximacion de masa acumulada es, al contrario que en una dimension,
mejor que la completa.

= En mallas ordenadas el método si converge. El ajuste revela que la convergencia
es de orden N~ més lenta que en una dimensién. Esta convergencia es muy
sensible al orden de la disposicion de particulas: solo se dibujan los resultados
para N que son cuadrados perfectos; en otros casos, los errores son superiores
debido a la imposibilidad de crear una malla cuadrada perfecta.

= El método también converge en mallas de buena calidad generadas por el pro-
grama especializado GiD. En este segundo caso, una visualizacion de la malla

o4



§5.3. Convergencia del laplaciano

Figura 5.8: Aproximacién de elementos finitos al laplaciano en 2D (circulos azules), com-
parada con el laplaciano exacto g(x) (asteriscos verdes) .

(figura [5.I0) permite comprobar que se trata de una malla regular triangular,
salvo en ciertas “costuras” diagonales. La presencia de estas costuras empeora
la convergencia, pero su importancia disminuye al crecer .

5.3.3. Alternativas para el laplaciano: un resumen

Este resultado negativo es, por asi decirlo, el iltimo de una serie de fracasos rela-
tivos a la evaluacion del laplaciano. Llevamos a cabo en esta secciéon una panoramica
de esta serie, en orden no necesariamente cronoldgico.

Elementos finitos

Acabamos de discutir, en la seccién anterior, el fracaso de este enfoque. Este
hecho, que hemos constatado de manera independiente, parece ser conocido en la
comunidad de optimizacién geométrica, donde se define el operador de Laplace-
Beltrami sobre superficies[27].

Para completar la discusion, senalamos que es también posible formular expre-
siones para la divergencia y el gradiente mediante el método de elementos finitos.
Es facil ver que la matriz de masas es la misma, pero que en vez de la matriz de
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Figura 5.9: Convergencia del laplaciano aproximado por el método FEM en 2D. Circulos
azules: versién completa en disposicién aleatoria; diamantes azules: versién completa en dis-
posicién regular; triangulos azules: versién completa en disposicién cuadrada perturbada;
cuadrados rojos: versiéon de masa acumulada en disposicién aleatoria; cruces rojas: version
de masa acumulada en disposicion regular; aspas rojas: versién de masa acumulada en dispo-
sicion cuadrada perturbada. Linea azul continua: ajuste a una ley de potencia de exponente
—1; linea azul punteada: ajuste a una ley de potencia genérica (el exponente resulta ser de
—0,22).

Figura 5.10: Particulas sobre el cuadrado unidad generadas mediante el programa GiD.
Simbolos como en figura [5.71
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rigidez hay que considerar la matriz de vectores con componentes

Gab = /saVsb.

De este modo se pueden obtener aproximaciones para la divergencia y el gradiente
que, curiosamente, convergen para disposiciones sobre mallas regulares (su error Lo,
como N~1) y también para posiciones aleatorias (como N~1/2). Sin embargo, la com-
binacion de ambas para formar el laplaciano sigue sin converger para disposiciones
aleatorias (para regulares si lo hace, como N~/4).

Elementos de Voronoi

Como se ha discutido en la seccién (2] el operador divergencia no converge
para disposiciones desordenadas, asi que no puede combinarse con el gradiente (que
si converge) para formar un laplaciano convergente.

Laplaciano SPH

Como se discute claramente en [5], a partir de la férmula para la interpolacién
de una funcién en SPH,

)= " VW(r =) f,

con el volumen SPH .
Vb = ; W(Tb0)7

uno escribiria

VL) =Y Vi VPW(r = 1), (5.4)

Sin embargo, esta expresion directa para el laplaciano presenta una serie de desven-
tajas:

= extrema sensibilidad a la regularidad de las posiciones de las particulas, un
fenémeno claramente similar a lo que hemos visto arriba para elementos finitos.

= el hecho de que V2W es una funcién que tiene valores negativos lleva a fenéme-
nos sin sentido fisico; por ejemplo en la ley de Fourier de la difusion del calor
uno podria tener flujo de calor de particulas frias a otras calientes.

Por ello, se suele emplear esta expresion,
V2E(r) =D Vo — fo)F(r —m), (5.5)
b
donde la funcién F esta definida por
ri’ = VIV
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Por ejemplo, para un kernel gaussiano W = exp(—ar?), la funcién seria simplemente
F=-2alW.

Esta expresién presenta un comportamiento tipico en SPH: no converge si la
resolucién se mantiene constante; es decir, si el nimero de vecinos (en promedio) de
cada particula no cambia. Esto se consigue escalando la anchura de la funcién nicleo
W igual que la distancia media entre particulas. Si, por el contrario, la anchura se
fija pero se incrementa el nimero de particulas, la expresién si converge (a un coste
computacional cada vez mas elevado, claro estd).

Otros

En la Referencia [27] se propone una férmula que, si se inspecciona con cier-
ta atencién, resulta ser la expresion SPH (B.4]) para un nicleo gaussiano (salvo un
cambio menor en la definicién de V,). La falta de comunicacion entre distintas comu-
nidades cientificas explica que estos investigadores, del area de gréaficos informaticos
y optimizacién geométrica, desconozcan al parecer este método.

Los conceptos geométricos del método basado en el diagrama de Voronoi han
aparecido en formulaciones similares. Por ejemplo, en la Referencia [28] se presentan
varias expresiones bastante intuitivas basadas en triangulaciones y sus propiedades
geométricas. El candidato ha comprobado que éstas también fracasan para el lapla-
ciano. En la Referencia [29] se propone una exprexién para el laplaciano a partir del
método de los covolimenes que es extremadamente sencilla:

(V)= - 32 ()

Va b Tab

la cual, por desgracia, tampoco converge.

Por ultimo, el propio candidato exploré un método basado en minimos cuadrados
moéviles (MLS)[I8]. En este enfoque se impone consistencia hasta segundo orden por
constuccion, mediante un ajuste por minimos cuadrados. Por desgracia, este método
presenta numerosos problemas de estabilidad y de conservacion.
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CAPITULO 6:

METODOS DE MAXIMA ENTROPIA

6.1. Introduccion

Ciertos métodos basados en el concepto de entropia mdzrima, extremadamente
conocido en el ambito de la inferencia estadistica, se han propuesto recientemente
en el ambito de la la mecanica computacional.

La idea principal es que, para lograr la maxima flexibilidad en las funciones base,
hay que abandonar la idea que éstas puedan tener una forma determinada prescrita.
Por el contrario, deben ser evaluadas punto por punto segun ciertos criterios. En
general, estas funciones deben ser positivas:

So(z) >0 V.

Ademas, un requisito basico es la consistencia de orden cero, que hace que una
funcién constante se reproduzca exactamente:

Zsa(x) >0 V.

a

Si ahora aislamos un punto z cualquiera, los valores de las funciones base son
simplemente un conjunto de nimeros {s,}. Los anteriores requisitos son idénticos a
los que se requieren de una serie de probabilidades asociadas a los posibles estados
de un sistema. En este sentido, parece natural tomar ideas de la teoria de la proba-
bilidad. En particular, la teoria de la informacion de Shannon introduce el concepto
de entropia de un sistema, inspirado por la entropia fisica debida a L. Boltzmann:

S:—Zsalogsa

(en lo sucesivo, omitimos la referencia al punto x donde se evaliian estas cantidades).
Se supone que la funcion x log x se extiende analiticamente de modo que 0log0 = 0.
Esta entropia cumple algunas propiedades atractivas:

= La entropia es madxima, e igual a N log N cuando no conocemos nada sobre el
estado del sistema. En este caso, {s,} = {1/N,1/N,...}. Ademas, si se anaden
mas estados y N aumenta, la entropia aumenta.

» La entropia es minima, y nula, si el sistema esta en un estado b: {s,} =
(13

{0,0,...,1,...}. En este caso, si se anaden més estados, pero estos son “im-
posibles” (tienen probabilidad nula), la energia sigue siendo minima.
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Capitulo 6. Métodos de maxima entropia

= Se puede demostrar que la entropia combinada de dos sistemas independientes
estadisiticamente es la suma de las entropias S = S; + S5. Esta propiedad
depende de la forma funcional concreta de la entropia, xlogx mientras que
las anteriores se pueden cumplir con cualquier funcién con derivada segunda
positiva que se haga cero en 0 y 1 (p.e. z(1 — z)).

Todas estas propiedades son muy conocidas en el area de fisica estadistica, sobre
todo cuando los estados son discretos, como en mecdanica estadistica cuantica. En
fisica se define en realidad

S = —kp Z Sqlog sq,

a

donde la constante de Boltzmann kg establece la correspondencia fundamental en-
tre entropia y energia (ademds de proporcionar las dimensiones fisicas adecuadas de
[energial/[temperatural). Usamos en esta seccién primas para distinguir las magni-
tudes fisicas de las adimensionales

En general, se suele buscar el extremo de una funcién objetivo de este tipo:

F =-S5+ Ly,

donde L es una ligadura que contiene un multiplicador de Langrange para satisfacer
la condicién de consistencia de orden cero:

Lo=« Zsa—l

El extremo se alcanza para s, = 1/N, que es el resultado trivial cuando no se aporta
mas informacién.

Para hacer que el método sea local e incorpore informacion sobre los nodos, en
los métodos de maxima entropia se introduce, como es habitual en fisica estadistica,
una energia que debe minimizarse. La forma més tipica de esta energia es

E= ﬁz Sa(x - xa)Za

donde 8 > 0 es un parametro de control: los nodos que estén mas lejos de x estan
penalizados con respecto a los que estén méas cerca, por contribuir més a la energia.
La funciéon que se minimiza ahora es

F=-S+F+ L.

De nuevo, la conexién con la mecanica estadistica es clara; en ésta se minimiza la
energia libre de Helmholtz
F'=E -TY,

donde T es la temperatura. O también

BF' = BE' = §'[ks,
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donde 5 = 1/(kpT) (histéricamente, la denominacién f procede ademés de su con-
dicién de multiplicador de Lagrange [30].) Asi que la funcién de F' de los métodos
de maxima entropia es la energia libre de Helmholtz adimensionalizada, y 1o mismo
se aplica a E'y S.

Se puede por tanto considerar el limite 5 — 0 como el limite “frio”, que es el
dominado por la energia, y f — oo como el “caliente”, dominado por la entropia.

El extremo de la funcion se obtiene facilmente:

5y = LeBla=wa)?,

A

donde Z es la denominada funcién de particién:
Z=3 et
b

Queda patente que el resultado son funciones base gaussianas, de anchura & 1/+/f:
mas finas en el limite frio y mas anchas en el caliente.

Este resultado es, de hecho, idéntico al método SPH con funciones niicleo (“ker-
nel”) gaussianas, corregidas a la manera de Shepard (a través del término Z) para
satisfacer consistencia de orden cero. Es trivial recuperar cualquier funcion nucleo
SPH que se desee cambiando la definicion de la energia.

6.2. LME

La primera propuesta en aparecer histéricamente consiste en una mejora del caso
sencillo arriba expuesto para conseguir consistencia a primer orden:

g Sqly = T.

a

El término de ligadura con el multiplicador de Lagrange necesario es:

Li=2A (Z Sq(xq — x)) :

a

La funcién objetivo que hay que extremizar es ahora:
F=-S+F+Ly+ L.

Ya no es posible llevar a cabo esta tarea de manera analitica, pero si se puede
hallar el extremo con respecto a los valores s,, con el siguiente resultado:

50 — %exp( ), (6.1)
donde
fo= Mz —2,) — B2 — 2,)* (6.2)
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y la funcién de particion es, como antes,

Z=Y fa (6.3)

Al insertar estas expresiones en la funcién original, el problema queda reducido
a encontrar el minimo de la funcién log Z con respecto a A:

m)}'n log Z. (6.4)

Una vez este minimo se ha encontrado, los valores en el mimimo de A, que llamaremos
A* v la funcién en el minimo log Z* pueden evaluarse para obtener las funciones

base segtn (6.1]).

6.2.1. Varias dimensiones

En la discusién anterior, se han desarrollado expresiones que valen sélo para una
dimension espacial. En varias dimensiones, las expresiones son muy similares. La
energia es:

E =B Zsai(xi — Tai) () — Taj) |
a
es decir,  es ahora un tensor de dimension 2 y tamano d x d. Los subindices a y b se
reservan para enumerar los nodos, y los i, j...para las coordenadas cartesianas. Se
supone la regla de suma de Einstein para estas ultimas: cuando hay indices repetidos
se debe sumar para todas las dimensiones espaciales. Como es obvio, el tensor debe
ser simétrico, ya que z;x; = x;;.
El término de ligadura para la consistencia de primer orden pasa a ser

Ly=X\ Z Sai(%i - fz) )

asi que A es ahora un vector de longitud d.
Al extremizar la funcién, la solucién tiene la misma forma, ecuacién (6.1I), pero
el exponente es:
Jo =Xl — wai) = Bij(wi — wai) (25 — 2aj).- (6.5)
Por supuesto, la minimizacion no es ahora con respecto a un sélo parametro, sino

con respecto a cada una de las componentes de A: d componentes independientes en
d dimensiones.

6.2.2. Propiedades de las funciones base

Igual que en el caso sencillo descrito anteriormente, el pardametro libre 5 regula
la anchura de las funciones. A la hora de fijar este parametro, es importante darse
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Figura 6.1: Funciones base LME en dos dimensiones. De [31].

cuenta de que lo relevante no es su valor numérico, sino su relacién con la distancia
entre nodos h. Escribiendo, en una dimensién

x x?

fa = \r — 512 = )\hE — ﬁhjzﬁ,

queda claro que lo relevante es Bh? en realidad. En cambio, aunque es mas elegante

tomar Ah como valor, este cambio es menos importante porque el valor de \ se

determina al minimizar la funcién objetivo. Este hecho no cambia en dimensiones

superiores, salvo si se define una h anisotropica, una posibilidad interesante que
hemos explorado, aunque no en profundidad.

En los casos sencillos considerados en [31], h es un escalar constante. A la hora de
aplicar este método, en cambio, resulta necesario adecuar h al entorno local de cada
nodo, porque si no un valor “frio” para puntos espaciados puede resultar “caliente”
para otros mas cercanos.

Una propiedad muy interesante de las funciones base resultantes de LME es su
comportamiento en la frontera: a pesar de tener una anchura mucho mayor que la
de los elementos finitos, satisfacen la misma condiciéon de frontera que ellos. Esta
condicién, denominada de “casi-0” en [31] consiste en que todas las funciones son
idénticamente nulas en la frontera del dominio (para ser exactos, en su envolvente
convexa); excepto las correspondientes a los nodos que estédn en la frontera: para
estos las funciones alcanzan su maximo. Como se ve en la figura [6.1] las funciones
base nunca salen de la envolvente convexa, a pesar de que esta envolvente no se
calcula nunca explicitamente.

Otra conexién sorprendente con la geometria computacional es el limite muy
frio: cuando 8 — oo el término de entropia es despreciable, y puede considerarse la
funcién objetivo

F - E + LQ + Ll-
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Figura 6.2: Método LME en el limite muy frio para una configuracién de nodos cuya
triangulacién de Delaunay seria degenerada. De [3T].

Las funciones base correspondientes al extremo de esta funcién son, como demostré Ra-
jan [32], los elementos finitos definidos sobre la triangulacién de Delaunay. El célculo
de estos elementos suele seguir métodos de geometria computacional, como se ha
explicado, pero este método llega a ellos de una manera totalmente distinto. De
hecho, el método es algo superior a la triangulacion de Delaunay: si existe una con-
figuracion degenerada, como la de la figura[6.2] en la que hay cuatro nodos situados
en los vértices de un cuadrado, hay dos triangulaciones de Delaunay posibles. En
este caso, este método no proporciona ninguna de las dos, sino una funcién base
suavizada, de un orden superior (cuadratico y no lineal).

6.3. SME

Este método se propuso como una extension de LME para conseguir consistencia
a segundo orden. Esta consistencia puede imponerse asi

2
E So(x —x4)° =0,
a
una condicién que, junto con las consistencias a orden cero y primer orden implica
E Sa2 = 2%
a

La ligadura de Lagrange correspondiente seria pues

Ly=n Zsaxi—xg

a
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Es evidente que esta “ligadura” es exactamente el término de la energia de LME.
Es decir: la idea seria considerar (3, que es un parametro fijo en LME, una variable
con respecto a la cual minimizar, igual que \. La funcién objetivo seria entonces

F: —S+E+L0+L1,
igual que antes; pero ahora el extremo corresponde a

min log Z. (6.6)

6.3.1. Consistencia redefinida

Sin embargo, esta funcién objetivo no lleva a nada nuevo. Para ser més precisos,
la solucion de la funcién objetivo siempre conducird al limite 8 — oo, es decir, la
solucién de elementos finitos sobre la triangulaciéon de Delaunay hallada por Rajan.
Existen dos maneras de explicar este hecho (que, desde luego, un célculo numérico
confirma inmediatamente).

La primera, que se puede encontrar en [31] y [33] (més detallada en el segundo),
es de origen geométrico. En particular, se desarrolla en el “espacio de la solucion”: un
espacio d + 1 formado por los nodos y los valores de cierta funciéon definida en ellos.
Igual que en el espacio d, puede definirse una envolvente conexa de estos nodos-
solucién. Una funcién parabdlica definida en los nodos estard necesariamente por
fuera de esta envolvente conexa, y solo la tocard en los propios nodos. Sin embargo,
una condicion necesaria para que la funcién objetivo tenga solucién en un punto x
es que este punto esté dentro de la envolvente conexa. Como la funcion esta fuera, la
conclusion es que una funcion parabdlica nunca puede recuperarse de esta manera;
salvo en los propios nodos. Sin embargo, incluso en estos es de esperar que no se
recupere una funcién parabdlica, sino la propia envolvente.

Una manera alternativa de enfocar el problema es a partir de la propia forma de
log Z. Para garantizar que la funcién tenga un minimo, podemos examinar su limite
cuando A y  son muy grandes en valor absoluto.

Es facil demostrar lo siguiente:

Limite A — oo En este limite, log Z — A(x — x3), donde x;, es el punto més ... a
por la derecha...

Limite A — oo En este limite, log Z — A\(x — z..), donde z. es el punto més ... a
por la derecha...

Limite 8 — —oo En este limite, log Z — —f(z — 24)?, donde z4 es el punto més
... alejado...

Limite § — —oo Este es el limite conflictivo, ya que log Z puede hacerse arbitra-
riamente pequeno.
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Figura 6.3: Dibujo de la funcién log(1 + exp(—z — y) + exp(z — y)).

En la figura se muestra un ejemplo sencillo, para sélo dos puntos. La situa-
cion cualitativa no cambia si se anaden méds, como se ha explicado, ni tampoco en
dimensiones superiores.

Una manera de evitar esto es, sencillamente, anadir una pendiente a la funcién
objetivo, que “atraiga” al minimo del infinito. Esto se muestra en la figura

Al anadir esta pendiente, realmente estamos contemplando la siguiente minimi-
zacion:

min +lo N @—za)=f(z—za)? ,
nin | fg + log Za:
Otra manera de escribir esto mismo es:

g+ 1og 30 He-s - g 3 sl
lo que significa que nuestra ligadura original Ly ha sido cambiada por esta otra:
L= 523“ [(z —20)* — g] .
Esta ligadura corresponde a imponer:

Zsaxz =2’ +g.

Es decir: una funciéon cuadratica no puede reproducirse exactamente, pero una
funcién cuadratica desplazada por una funcién g(x) > 0, si podria. Por ello, esta
funcién se denomina “de salto” (gap function). Este salto, corresponde, ademés, al
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logZ

lambda I

Figura 6.4: Dibujo de la funcién log(1 + exp(—z — y) + exp(z — y)) + 0,5y.

desplazamiento vertical que habria que aplicarle a una parabola para meterla dentro
de la envolvente conexa.

Una vez que este hecho se ha asimilado, se siguen una serie de conclusiones acerca
de la forma general de la funcién g(z):

Las funciones base son ]

Sa = 7 exp(fa), (6.7)

donde
Ja = )\(:B - xa) - 5((:6 - z11)2 - g) (6'8)
6.3.2. Varias dimensiones

De nuevo, la discusion anterior se ha limitado basicamente a una dimension. En
varias, las expresiones son similares.
El término de ligadura para la consistencia de segundo orden seria

Ly = Bij (Z Sm‘(%i - l‘z‘)(%j - %)) )

a

y el modificado,

Ly = B <Z Sail (Tai — i) (Taj — 5) = g,ﬂ) :

Asi pues, la funcién g(x) pasa a ser un tensor de orden 2, igual que § (y también
simétrico).
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Las funciones base tienen la misma forma, ecuacién (6.7)), pero el exponente es:
Ja = Xi@i — wai) = Bij((wi — @ai) (25 — Taj) — 9i5)- (6.9)

Por supuesto, la minimizaciéon no es ahora con respecto a dos parametros, sino
con respecto a cada una de las componentes de A y 5: 2+ 3 = 5 componentes inde-
pendientes en dos dimensiones (f es simétrico, asi que tiene 3 y no 4 componentes
independientes), y 34+ 6 = 9 en tres dimensiones.

6.3.3. Propiedades de las funciones base

Igual que en LME, es ahora la funcién g la que regula la anchura de las funciones.
A la hora de fijarla, de nuevo lo relevante no es su valor numérico en cada punto,
sino su relacion con la distancia entre nodos h. Escribiendo, en una dimension

2
fo= Az — B(z2 — g) = M2 hx“ — BR? {% - %} , (6.10)
asi que lo relevante es gh~2.

En los casos sencillos considerados en [33], h es un escalar constante.

De nuevo, las funciones base resultantes de SME, a pesar de tener una anchu-
ra mucho mayor que la de los elementos finitos, satisfacen la misma condicion de
frontera que ellos. De hecho, la apariencia de las funciones base es similar, pero
estas nuevas funciones satisfacen la propiedad crucial de cumplir la consistencia de
segundo orden (al menos en cuanto a sus derivadas).
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CAPITULO 7:

MAXIMA ENTROPIA PARA PARTICULAS

Este capitulo recoge material propio muy reciente acerca de la posibilidad de
utilizar los métodos de maxima entropia para simulaciones de particulas.

7.1. Adaptacién a particulas

Los métodos de maxima entropia que se han propuesto emplean técnicas de
Galerkin. Para ello es necesario evaluar las funciones base y sus derivadas en una
serie de puntos espaciales. Como estos métodos requieren integraciones del producto
de las funciones (para la matriz de masas) y de sus gradientes (para la de rigidez), es
necesario evaluar las funciones en un conjunto de puntos mayor que el de los nodos.

La cuestion de escoger bien estos puntos y asignarles pesos se conoce con el
nombre de “cuadratura”. Esta técnica es compleja ya que las funciones base no
tienen soporte compacto; ademas, se extienden mas alla de los primeros vecinos.
De hecho, parece que en una dimensién son deseables unos 4 vecinos por particula
(dos a cada lado), y en dos dimensiones, unos 30. Los métodos de cuadratura suelen
realizarse sobre una triangulacién de Delaunay.

Por otro lado, un enfoque conceptual de cuadratura nos sacaria fuera del marco
general de simulaciones de particulas. Segun este, la interaccién sobre una depende
tan solo de propiedades de las demas particulas. En este sentido, la introduccion de
“nodos” de cuadratura resulta extrana.

Asi pues, para evitar la complejidad asociada a los calculos de cuadratura desde
un punto de vista practico, y para mantenernos dentro del enfoque de particulas,
hemos considerado la opcién de aproximar directamente las sucesivas derivadas de
los campos reconstruidos:

N

@)~ sul@)fo

a=1
N

Vi)=Y Vsa(x)fa (7.1)

a=1
N

Vif(z) ~ Z V?54() fa-

a=1

Ademas, no estamos por lo general interesados en cualquier punto espacial z,
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sino en el que corresponda a una particula b. Por ejemplo,

N
Vif = Z V254(13) fa-
a=1

7.2. Derivadas de las funciones base

Para las primeras derivadas de (), y para aproximar las segundas en un método
de Galerkin, es necesario calcular las derivadas espaciales de las funciones base, Vs,.
Discutimos esto en primer lugar, para luego pasar a las segundas derivadas.

7.2.1. Primeras derivadas

La idea es sencilla; por claridad la exponemos para LEM en una dimensién. Igual
que para calcular s, necesitamos conocer el multiplicador A, para calcular Vs, = ¢/,
necesitamos conocer su derivada \'. Esto se debe a la regla de la cadena:

ds ds 08q OX

— = (7.2)

dx Jxr O\ Oz
Las derivadas parciales de s, con respecto a A y a x son muy sencillas. Por otro
lado, la variacion de A estd ligada al hecho de que la funcién objetivo log Z debe
permanecer siempre en un minimo:

dlogZ 0 _
N siempre.
Esto implica
i dlogZ
dv od\
Una nueva aplicacion de la regla de la cadena lleva a:
0?log Z 0?log Z
N =0
e T oor Y

de donde puede despejarse X', ya que las segundas derivadas de log Z pueden calcu-
larse de manera bastante sencilla.

La situacién en SME es similar, pero como ahora aparece un nuevo multiplicador
de Lagrange 3, obtenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas: 'y [,
Los términos que aparecen son casi todas las derivadas segundas posibles de log Z
respecto a A\, By x.

En dimensiones superiores, aparecen subindices correspondientes a las compo-
nentes cartesianas, pero las ecuaciones siguen siendo similares. Este caso, el mas
general, es el que se muestra en el Apéndice [A.Jl Es necesario resolver un problema
de dlgebra lineal, ecuaciones (A.I6) y (A7), o mas esquemética, ecuacién (A.1S]).
La matriz involucra de nuevo casi todas las posibles derivadas segundas de log Z,
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que se indican en las ecuaciones (A.201-[A.26]) (s6lo falta segunda derivada espacial
(A.27)). La solucién del sistema proporciona todas las derivadas d\; ; and dpg ;. En
2D, estas son 12 incégnitas: 4 para las derivadas de A y 8 para las de [ (aunque,
en realidad, sélo 9 son independientes gracias a las simetrias). Estas derivadas pue-
den finalmente combinarse para calcular Vs,, ver ec. (A.I2)), que no es més que la
generalizacién de ([Z.2).

Una complejidad anadida a la hora de implementar el método es que los métodos
de algebra lineal se aplican a vectores; nuestras incognitas son mas bien tensores.
Por lo tanto, en algiin momento (al principio del programa, o justo antes de utilizar
las rutinas de dlgebra lineal) hace falta “traducir” los tensores a vectores, mediante
convenios similares al de Voigt. En la practica, nosotros hemos numerado los ejes
cartesianos 0 o 1, de tal modo que un elemento de un tensor (sea del orden que
sea) vendrd dado por un nimero en base binaria; por ejemplo, (11)b = 3. El primer
elemento lleva asignado un indice “0”, pero eso es en todo caso estandar en C y
C++.

Este procedimiento aparece en las referencias [31), B3], con pequenios cambios de
notacion (sobre todo con la primera referencia, més antigua).

En resumen, el procedimiento es:

= Minimizar log Z para calcular \ y f3.
» Calcular las segundas derivadas de log Z, ecuaciones (A.20 —[A.26)).

» Utilizarlas para montar la matriz y el vector independiente en el problema de

algebra lineal (AIS)).

= Resolver el problema, por ejemplo mediante descomposicion LU. Algunas ecua-
ciones son redundantes, por ejemplo la correspondiente a ., es igual que la
de p,,. Estas ecuaciones deben ser eliminadas con cuidado, ya que si no mu-
chos algoritmos devuelven un error, al ser la matriz singular. Hemos utilizado
el método LU que esta implementado en el proyecto de bibliotecas cientificas

GNU, GSL [34.

» Las derivadas se pueden calcular de (AI4).

7.2.2. Segundas derivadas

Se pueden obtener las segundas derivadas volviendo a aplicar el razonamiento
de las primeras. De nuevo, comenzamos con LME en una dimensién, y en el Anexo
[A.T] se puede encontrar el caso mds general: SME en varias dimensiones.

La regla de la cadena indica que ahora necesitaremos la segunda derivada de A,
)\l/.

2 2 2 2
dsa:83a+283a)\,+8sa
dx? Ox? ONOx ON?

95a
oA

A2+ =2\ =0. (7.3)
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De nuevo, la funcién objetivo log Z debe permanecer en un minimo, y esto implica
que, también para la segunda derivada,

d_2 dlogZ 0
dr? dd\
La aplicacion de la regla de la cadena lleva a:
0?log Z 93 log Z D log Z D log Z
N N)? +2 N = 0. 7.4
v Nt e N e N T e (7.4)

Las terceras derivadas de log Z pueden calcularse asi que, con A conocida de la
seccion anterior, puede despejarse \”.

Este sencillo esquema se convierte en farragoso en SME, debido a la aparicién de
B (cuya segunda derivada es también necesaria). Por tltimo, en dimensiones superio-
res el sistema final de ecuaciones es bastante impresionante; ademas, estd plagado de
sutilezas y su implementacion es bastante ardua. Sin embargo, su ejecuciéon numeérica
es bastante trivial. Resumimos los pasos necesarios:

= Resolver el problema de la seccién anterior (primeras derivadas).

» Calcular las terceras derivadas de log Z, ecuaciones (A.34) a (A.43).

= El resultado es un problema de algebra lineal cuya matriz es la misma que
en la seccién anterior. Esto puede comprobarse en el caso sencillo de (T.4): el
coeficiente de \” ya estaba calculado de antes. Desde el punto de vista numérico
esto es crucial, ya que se puede emplear la misma descomposicién (LU, por
ejemplo) de la seccién anterior. Lo que cambia es el vector independiente.

= Hallar la solucion del problema de algebra lineal por columna, para obtener
las segundas derivadas espaciales de A\ y /.

» Finalmente, calcular el tensor de segundas derivadas de la Ec. (A.29]).

7.2.3. Detalles técnicos

A la hora de aplicar estos métodos a una simulacion de particulas hay que afron-
tar una serie de problemas técnicos.

El principal es que, a diferencia de las distribuciones de nodos consideradas en
las Refs. [31], B3], aplicadas a problemas de elasticidad, las configuraciones de las
particulas en una simulacién pueden ser bastante desordenadas. Por ello es preciso
determinar adecuadamente el valor de g. Como se ve en la figura [.I], en un sistema
con dos zonas de distinto valor de h un célculo en el que no se ha tenido en cuenta
este hecho produce unos resultados poco aceptables: la particula senalada en rojo a
la izquierda tiene muchos vecinos, pero la de la derecha tiene pocos.

Las segundas derivadas son tensores de orden tres, que pueden considerarse matrices cuyas
columnas son tensores de orden dos “traducidos” como hemos explicado anteriormente.
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Shape functions

N
PRI

YL

Figura 7.1: Funciones base SME para un sistema con dos valores de h muy distintos. De

[33].

Para ser mas precisos, es h lo relevante; en una implementacion numeérica los
exponentes f, de la Ec. [6.10] se evaluarian asi:

_ i % hz[M_g], .=
L e (75)
de modo que todas las distancia se dividen por el valor de h, local, y el valor de
g* = g/h?%, que es adimensional, estd fijo para todo el sistema. Es decir, el valor de g
en cada punto es g, = g*h?: mds pequerio si las particulas estdn juntas y mds grande
si estdan separadas. Esta eleccién solucionaria la situacion de la figura [T]

En una dimensioén g* puede tomarse alrededor de 0,25, como se sugiere en [33]; en
2D, puede ser sencillamente 0,257, proporcional al tensor identidad. Una posibilidad,
mencionada en [33] y examinada por nosotros (con poco éxito, de momento), es
considerar tensores mas complejos, que se adapten a la anisotropia local.

Asi pues, una etapa previa en cada paso temporal de la simulacion es la deter-
minacion de un valor de h local. Una opcién ingenua seria tomar el valor del vecino
mas proximo. Esta idea hay que descartarla, ya que en general los otros vecinos
pueden ser mucho mas lejanos, y h debe ser lo bastante grande para englobar un
numero “suficiente” de vecinos.

De hecho, en una dimensién un criterio que da mejores resultados es tomar la
distancia del primer vecino (a la derecha o izquierda) que esté més alejado. Esto
se generalizaria en 2D de manera elegante: tomar A como la distancia al vecino de
Delaunay mas lejano; de esta manera, los mas cercanos también quedan englobados.
El parentesco entre las funciones base y los elementos finitos sobre la triangulaciéon
de Delaunay (aunque haya quedado mas difuminado que para el método LME)
hace que esta eleccion sea natural. Hemos comprobado que este criterio da buenos
resultados; por otro lado, esto exige el calculo de la triangulacion de Delaunay, que
justamente se pretendia evitar.

Asi pues, en 2D hemos utilizado un método mas sencillo, que produce resultados
analogos: tomar h como la distancia de la sexta particula mas cercana. Que sea la
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Figura 7.2: Convergencia del laplaciano aproximado por los método FME, LME y SME
para N particulas al azar en una dimension. Circulos azules: método FME; cuadrados negros:
método SME; cruces verdes: LME.

sexta justamente estd motivado porque, en promedio, una particula en una configu-
racion aleatoria tiene seis vecinos; en todo caso, con 5 o 7 vecinos no cambian los
resultados apenas. Esta distancia se determina, en la implementaciéon actual, de una
manera poco refinada: se evalian, para una particula dada, las distancias a todas las
demas, se ordenan y se toma el sexto valor. Al menos, la lista de distancias puede
aprovecharse para almacenar una lista de vecinos, descartando los que estén mas
alla de, aproximadamente 3h.
En cuanto al

7.3. Resultados

De manera similar a la seccién [5.3] consideramos una funcién de prueba

1
f(z) = )2 cos(2mz),
tanto en 1D como en 2D.

[gual que alli, calculamos el error relativo Ly como medida de la convergencia de
los métodos, Ec. (53). En la figura[l 2l se representa, en escala logaritmica, este error
en funcion del nimero de nodos, distribuidos al azar en una dimensién. Como se ve,
el método FME converge perfectamente. No se puede decir lo mismo del LME, que
fracasa de manera bastante evidente. En cambio, el SME si converge, a pesar de ser
sensible, como el LME; al desorden de cada configuracién (como queda plasmado en
la dispersién de los datos).

No parece, por tanto, que en una dimensién compense el esfuerzo que supone
la implementacion de estos métodos. Por supuesto, la gran esperanza es que en
dos dimensiones cambien los resultados, ya que hemos visto que el método FEM
no converge. Afortunadamente, parece que esto es asi: en la figura se muestra
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Figura 7.3: Convergencia del laplaciano aproximado por los método FME, LME y SME
para N particulas al azar en dos dimensiones. Circulos azules: método FME; cuadrados
negros: método SME; rombos rojos: SPH.

c¢émo, mientras el método FEM no converge en absoluto, el método SME que hemos
descrito si lo hace. Se trata, de hecho, del primer resultado positivo en nuestra
busqueda de métodos de particulas. En esta grafica se han excluido los resultados del
método LME (que no converge) y, para completar la discusién, se han introducido
resultados SPH. Estos no convergen, ya que el alcance del kernel se varfa como
h=1/ V'N, de modo que el nimero de vecinos sea, en promedio, siempre el mismo.
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CAPITULO 8:

TRABAJO FUTURO

En este capitulo exponemos algunas lineas de investigacién que prolongarian los
resultados presentados en los capitulos anteriores.

8.1. Aplicar lo desarrollado

Se puede observar en este Proyecto una busqueda continua de métodos que vayan
mas alld de las técnicas habituales de particulas, en particular SPH. Sin embargo,
por el camino se han ido hallando métodos que, si bien imperfectos, ya contienen
mejoras considerables.

Por ejemplo, una simulaciéon de Voronoi con el término del laplaciano tomado
del método FEM, como se discute en la seccion (.3 puede ser ya comparable, o
superior, a otras técnicas. En realidad, no se ha explorado suficientemente este tipo
de simulaciones.

A modo de ejemplo, en la Figura 81l se exponen instantaneas de una simulacién
de este tipo, en un estado todavia muy rudimentario. Se trata de un problema
tipico de rotura de presa (“dam break”) en el cual un sistema en 2D de particulas
equilibradas experimenta la subita retirada de una de las paredes laterales. A pesar
del poco desarrollo que ha tenido este trabajo, los resultados presentan algunas
caracteristicas razonables, como que se satisfaga adecuadamente la ley barométrica
de presiones en el estado inicial.

Quiza este tipo de trabajo sea mas rutinario y menos excitante que desarrollar
nuevos métodos, pero también es mas completo al tener que considerar toda una
serie de problemas técnicos, como los que se mencionan al final de las seccion
sobre SPH. Puede por ello ser idéneo para proyectos de master y de doctorado.

Sep 266000, e 265 Step 2476000 6me 2475

1 15

Figura 8.1: Tres etapas de un problema de rotura de presa. Los colores indican presién.
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8.2. Base fisica para los métodos de maxima en-
tropia

No hemos hecho énfasis apenas en una serie de requisitos fisicos que una teoria
de particulas deberia verificar. Por una lado estd la conservacién de diversas magni-
tudes fisicas en la simulacién de la parte sin viscosidad (parte denominada a veces
“conservada”) de las ecuaciones de movimiento para las pariculas:

Momento lineal. Las ecuaciones deben ser invariantes bajo una traslacion espacial
arbitraria.

Momento angular. También deben serlo para una rotacién arbitraria.

Energia. Lo mismo para una traslacion temporal. La conservacién de la energia
estd presente en la derivacion de la expresion para el gradiente de la Seccion
431l sobre las simulaciones de particulas en general. Asi pues, las fuerzas de
presion obtenidas de este modo cumplen automaticamente esta conservacion
(siempre que el método numérico de integracién temporal sea adecuado en este
sentido, como sucede para los llamados simplécticos).

El hecho de que las invarianzas conlleven la conservacién de magnitudes fisicas
se debe al conocido teorema de Noether. Referimos al lector a la Ref. [I4] para
mas informacion sobre propiedades de conservacién. Nos limitamos a resumir que
la formulacién de Voronoi considerada por este grupo (descrita en la seccién [H),
asi como la habitual SPH (seccién [A.3.2]), en menor grado.

Por otro lado, la parte viscosa (0 “no conservada”) debe satisfacer, ademas:

Segunda ley. El laplaciano debe ser siempre semi-definido negativo.

Esta propiedad garantiza que el término viscoso siempre conlleve un frenado del
sistema. Su denominacién se debe a la Segunda Ley de la Termodindmica; no hemos
considarado las ecuaciones hidrodinamicas de magnitudes termodinamicas, pero en
su forma mas sencilla la ley de Fourier para la conduccion térmica (la “ecuacién del

calor”) es:
VT = md—T,
dt

donde T es la temperatura y k el coeficiente de conduccién térmica. Puede verse que
si el laplaciano no es siempre semi-definido negativo, la temperatura puede aumentar
en los sitios calientes y disminur en los frios, violando asi la Segunda Ley. De igual
manera, la ecuacién de difusion de Fick también requiere que la concentracion de
un soluto vaya de los sitios donde hay més a donde hay menos.

Por desgracia, el método SME en la implementacién “directa” [Z] no satisface
esta propiedad, como hemos verificado numéricamente. Tampoco satisface, como es

obvio, la reciprocidad de accién y reaccion, ya que, en general:

V254(1p) # Vsp(14).
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En cambio, una formulacion como en los elementos finitos si la satisface:

/saVQSb = /st2$a = —/VsaVsb;

las dos primeras expresiones son iguales porque al integrar por partes se llega a
una expresién manifiestamente simétrica (siempre que se puede integrar con partes;
puede que las condiciones de contorno compliquen este argumento). También es
sencillo demostrar que la expresion es semi-definida negativa. Esto significa que el
laplaciano podria introducirse a la manera de elementos finitos con las funciones base
SME, que es lo que se hace en el articulo original [33]. Sin embargo, nos gustaria
evitar esta evaluacién por los motivos enumerados en [Z.1]

También hay que mencionar la importancia del programa GENERIC en el desa-
rrollo de estas ideas, comenzando con el articulo seminal Ref. [I]. Este programa
establece matematicamente un marco de teorias que cumplen las propiedades men-
cionadas, y ademéas permite enlazar correctamente con el nivel mesoscépico, en el
cual estan presentes fluctuaciones brownianas. Es importante tratar que la teoria
resultante se adapte a esta estructura en lo posible.

8.3. Ajuste por gaussianas

Aunque es, en principio, imposible determinar la forma que van a tener las fun-
ciones base en los métodos LME y SME; es cierto que, por lo general siguen siendo
“campanas”. Como no tienen soporte compacto es por lo tanto tentador aproximar-
las por gaussianas. Por supuesto, se perderian todas las propiedades de consistencia
de las funciones SME (incluyendo la de orden cero), pero si en la practica se con-
sigue a cambio convergencia a orden cero, primero y segundo, esto justificaria el
procedimiento.

El ajuste seria sencillo, ya que conocemos el valor de la funciéon de forma s, en
el nodo a, asf como sus primeras y segundas derivadas. La Ecuacién (AI4) para
r =1, (es decir, x = 0) se reduce a:

ds,
dflfl'

(es decir, las funciones de forma SME no tienen un méximo en su nodo correspon-
diente, aunque las LME si); la Ecuacién (A.29) pasa a ser

d?s,
Sa sa

dx;dxy,
— P pseingst — 2pa + dN) (2peg + d\jg) gt
gmngstd,umn,id,ust,k-}

Estas derivadas nos darian los parametros que necesitamos para nuestras gaussianas
que, como puede verse, serian anisotrépicas:

G(r) = Aexp[-A-r—r' 07|,

- _Sadlust,igst

a

dsqidsq

a
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donde X es un vector en d dimensiones y o un tensor simétrico en d x d dimensiones.

Una vez determinadas las gaussianas aproximadas, todas las integrales que apa-
recen en un tratamiento de Galerkin (con masa acumulada o no) se evalian muy
facilmente. Por lo que sabemos, no se han planteado nunca métodos de Galerkin ba-
sados en funciones gaussianas. Este método es bastante sencillo de analizar; evitamos
dar aqui los detalles, pero el resultado final resulta ser casi idéntico a la expresion
SPH directa, ec. (B4]), que justamente se evita por sus malas propiedades.

8.4. Otros métodos de maxima entropia

El método SME que se ha aplicado a particulas esta adaptado del original. La
teoria general tras los métodos de maxima entropia es bastante genérica, asi que
pueden desarrollarse métodos alternativos basados en ella. Un obstaculo basico en
este sentido es a la hora de definir ligaduras. Como se ha discutido, las ligaduras son
de tipo local, para forzar consistencia de orden cero, primer orden y (en la medida de
lo posible) segundo orden. Si se intentan definir propiedades no locales se producia lo
que desde el punto de vista de la mecanica estadistica seria un “acoplamiento” entre
los valores de las funciones peso en distintos puntos. Este problema seria mucho
mas dificil de abordar, y exigiria métodos de muestreo por importancia, como el
algoritmo de Monte Carlo de Metropolis.

8.5. Una formulacion genérica

Una idea reciente de Pep Espanol es referente a que, por lo general, se suele
introducir un juego de funciones peso que se emplea tanto para reconstruir funciones
a partir de nimeros aislados (el uso general de ellas en el presente Proyecto) como
para asignar valores a partir de una funcién continua. La mas conocida opcién para
el segundo caso es la funcion delta de Dirac, que equivale a, simplemente, tomar los
valores de f, en un punto con coordenadas x, como f(x,):

fa/f<I>5(l’ - xa) = f(xa>‘

Sin embargo, se puede considerar un juego distinto a las delta de Dirac, y distinto
también al juego de funciones que se utiliza para la reconstruccién. La exigencia
de que estos dos juegos cumplan condiciones basicas se traduce en una serie de
requisitos.

Es muy interesante comprobar que, con ciertos criterios sencillos, se llega de este
modo a la féormula de elementos finitos para el laplaciano en su modalidad de matriz
de masa completa (es decir, sin “lumped mass”, aproximacién de masa acumulada).
Si esta version de la teoria convergiera en 2D este hecho seria de enorme relevancia;
por desgracia, como ya discutimos en la Seccién esto no es asi. Sin embargo,
este punto de vista merece ser explorado en més detalle.
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APENDICE A:

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES BASE

A.1. Funciones de forma

Nos centraremos en el valor de la funcién de forma s, debida al punto (“nodo”
o “particula”) a, situado en r, en el espacio R, en otro punto r. El vector relativo
de posicién es x, = r, — r; por simplicidad, omitiremos en muchas ocasiones el
subindice, salvo cuando sea necesario expecificarlo, y escribiremos tan solo ”x”.
Definimos

fo = Nz + pij(xiz; — gij). (A1)

En esta expresion, A es un vector de dimension d, p y g son tensores de grado 2 de
dimensiéon d X d, y se sobreentiende el convenio de suma de Einstein. Mantenemos
el nombre de p para hacer nuestra notacién similar a la de [33], pero en el resto de
esta obra se utiliza = —pu.

En 1D esto significa simplemente

fa:)\m+6(w2—g), (AQ)

y en 2D,

fa = /\mxr + >\y1;y + Bmm (I'i - gzz) + ﬁyy(‘ri - gyy) + 2/633y<xzxy - gmy)‘ (AS)

En el dltimo término anticipamos el hecho de que 8 debe ser un tensor simétrico.
La funcién de forma s, tiene el valor

Sa = %exp(fa), (A4)

donde Z es denomina “funcién de particion” y es:

Z=> fa (A.5)

Nuestra tarea es resolver el problema

min log Z. (A.6)

A
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Capitulo A. Derivadas de las funciones base

Observamos que la derivada de log Z con respecto a cualquier variable £ puede
escribirse, gracias a la regla de la cadena:

dlogZ 0fa
= ;S“a_g‘ (A7)

Si probamos £ = \; obtenemos

agoiz = Z st = 0, (A.8)
a
donde el asterisco sobre el signo = significa a partir de ahora que la igualdad sélo
rige en los valores para los cuales log Z es minimo; es decir, se satisface la Ec.
([AL6). En este caso, la igualdad es justamente la condicién de minimo, que implica
consistencia a primer orden; este es justamente el motivo por el cudl se introdujeron
los multiplicadores de Lagrange .
Similarmente, si & = ug obtenemos

Olog Z x
aﬂst E Sa(xsxt gst) 07 ( 9)

Para completar todas las posibilidades, si & = x; obtenemos

Odlog Z .
. f =3 sal + i) = A, (A.10)

que no tiene por qué ser cero en el minimo en general.

La minimizacién se lleva a cabo numéricamente mediante, por ejemplo, gra-
dientes conjugados (ya que las formulas anteriores proporcionan el gradiente de la
funcién que hay que minimizar); no es necesario ningun célculo adicional para el
valor de las funciones de forma s,. Hemos empleado para estos métodos numéricos
estandar las bibliotecas GSL (Gnu Scientific Libraries) en lenguaje C [34].

A.2. Primeras derivadas

Ahora deseamos calcular

dsq
d; = Visa = dsa., (A.11)

« »

donde la notacién “;” significa el componente i-ésimo de una derivada espacial (aun
asi, mantenemos la letra “d” for claridad).
Por la regla de la cadena,

0s 0s 0s
_ e LAN: ;i + —L g, A12
]7 + aust M tv ( )

Sa,i

e (95EZ + 8)\]
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§A.2. Primeras derivadas

La primera derivada es facil de obtener:
dSq.i = 2pij 5, (A.13)
y podemos reducir la Ec. (A12) a:
dSai = Sa|20tij; + dNj x5 + dps i (T2 — gst).] (A.14)

Para los otros dos términos, dado que la Ec. (A8) debe satisfacerse en todo
punto, tenemos

d Odlog Z
=0 A.15
La regla de la cadena entonces lleva a
d dlogZ 9%logZ
dv; ONe  ONOx;
Plog 20\ logZ O _ (A.16)
8Ak8AJ 8% 8/\k€9,ust 8xz o
y de la Ec. (A9),
d dlogZ 9%logZ
dx; Opg B OpstOx;
Al
0*log Z O\ N 9*log Z Optuw 0 (A-17)

OpstON; 0x; OOy Oy

Estas dos ecuaciones tienen la forma de un sistema de ecuaciones lineales que
hay que resolver para d);; and djis ;. En forma matricial esquemadtica,

D?log Zy, D?*log Zy, d\ D?log Zy, \ =
(D2long D?log Zyy )\ du ) T\ D210g 2z, ) =" (A-18)

Ahora necesitamos evaluar todas las derivadas de segundo orden de log Z que
aparecen en estas expresiones. Para obtenerlas sisteméticamente observamos que,

derivando de nuevo la Ec. (A7):

0?log Z of, O0OlogZ\ 0f, 0°f,
= — Al
e =2 (56~ “55") % * a6 A1
Asi pues obtenemos las siguientes expresiones.
0*log Z .
= 2Gik ik + 0ij A2
a)\zaxj Jikljk + i ( 0)
0?log Z .
o x A.21
anoN, v (A.21)
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Capitulo A. Derivadas de las funciones base

(obsérvese la necesidad de que g sea simétrico).

?log Z .
— = (43); A.22
a)\ia,ust (] 3)28t7 ( )

donde 73 es un tensor de rango 3 de componentes

(j3>ist - Z SaliXslt. (A23)

a

En general, utilizaremos tensores de rango n

(n)i. =Y Salii-+ (A.24)

hasta n = 6. Nétese que j2 = g.

0?log Z .
2 = 201 (53) ks A.25
axiaust 2 k(] )k t ( )
Plog Z .
a o - '4suv_ st — Yuv A.26
8“51‘,8/1%11 <] ) ! It g ( )
D?log Z .
———— = 4 imGim + 20 A2
a$zaxj lu l/’L] gl + g J ( 7)

El procedimiento es, por tanto:

= Resolver el problema de la secciéon anterior.

» Calcular segundas derivadas, Ecs. de (A20) a (A27). (Un calculo previo de
j3 y j4 es recomendable).

= Usar estas para construir la matriz y el vector independiente del problema de
algebra lineal de la Ec. (AIS).

= Resolver el problema lineal. El sistema debe reducirse antes, ya que algunas
ecuaciones son redundantes. Por ejemplo, la ecuacion para p,, es la misma
que para [i,,; esto puede llevar a errores con algunos cédigos numéricos. He-

mos empleado la decompsicion LU estandar, segun estd implementada en las
librerias GSL.

» Calcular las derivadas espaciales deseadas mediante la Ec. (A.14).
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§A.3. Sequndas derivadas

A.3. Segundas derivadas

Los resultados anteriores pueden encontrarse, con menos detalles, en la Ref. [33].
Lo que sigue representa material original.
Ahora deseamos calcular
d*s,

dx;dxy,

= d*s441- (A.28)
Por la regla de la cadena, y tras algunos pasos intermedios,

P — dsq;dsq
ajk = ——————

Sa{

(QdMij,k + Qdej,id2>\j,ik)1?j + d2ﬂst,ik<xsxt — gst)—
(2001 + dNi) (2png + dNj k) g —

(2pir + dX i) dpisy sy xy — (2pung + dNj ) dptsy i T2 —
(TimTnTsTs — GmnGst)Abmn,iAfbst k-

}

Todas las expresiones que aparecen se han discutido en las secciones anteriores,
salvo las segundas derivadas espaciales d?\ and d?u. Ahora, debemos imponer que
la segunda derivada espacial de la Ec. ([A.g)) siga siendo nula:

Sa

(A.29)

&* dlogZ
dridr; O\,

0. (A.30)

De este modo, llegamos a

(0%10g Z/ON?) 1 (d*N) . + (0% 1og Z/ONOp) kst (A2 1) st +

(0%1og Z/ON)1js(dN).4(dN) sy + (97 log Z)ONOp)kjst(dN) i (dpn) sea+
(0%1og Z/ONOp)kjst (AN)j(dt) st + (0> 1og Z /ONO* 1) kst (A1) sty (Aft) i+
(0%log Z/ON0x)k;.4(dN) ;1 + (0% log Z ] ON* Oz )i i1 (dN) i+
(
(

(A.31)
0% log Z | ONOT ) jsti(dpt) st + (0% 1og Z | ONUOT ) st 1 (dpt) st.i+
O*log Z /ONu0*),.q = 0.
Un resultado similar se sigue de
d*> 0OlogZ
=0. A.32
dridx; OMg ¥ (A-32)

De nuevo, llegamos a un problema de algebra lineal que debe ser resuelto. El
“vector” de soluciones es ahora una matriz: cada columna 5 de ella corresponde a
d?);;; el indice de fila ¢ corresponde a la direccién cartesiona i.
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Capitulo A. Derivadas de las funciones base

Para calcular las nuevas derivadas de log Z que hacen falta, tenemos el resultado

general

9 log Z _ZS {

D€y — &

(afa B 810gZ) ([afa B 8logZ] of, N 0% f, ) N
o Y o6 D¢ | oc ' 99

0*f, [0f, OlogZ

O£ [(% 99 }

0fa ( Pfa 8210gZ) .

00 \ 0o 9o
& f,

PED60D)

De este modo, obtenemos las siguentes derivadas.

(0°1og Z/OX) i1 = (53)ijn
(0% log Z/a)\Qa,U)ijst = (J4)ijst — Gijgst
(0%log Z/ON* 0 )i = 2(j3)ijupikl

(83 1Og Z/aA82M>istuv ; (j5>istuv - (j3>stiguv - (jg)uvigst

(0°log Z/0 11) stuvpq =(j6) stuvpg—
(j4)stuvgpq - (j4>stpqgm) - (j4)uqugst+
2gstguvgpq

(8% log Z/ON 0 )ik = 2(53)uij 1w

(8°log Z/ONOWOT ) ist e =GisOuk + GurOs+
200 [(74) 1ist — 91 9st]

<83 108; Z/a,Uan)stuv,k éQ,Ukl[(j5>stuvl - (j3>uvlgst - (j?’)stlguv]+

(jg)uvs6tk + (jg)uvt(ssk: + (jg)studvk + (jg)stvéuk

(0% 1log Z)ONO*2); jk = Ahtrattjm (53 )imi
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§A.3. Sequndas derivadas

(8% log Z/0p0®x) st jie =Apvirttjm|(4)imst — GimGst]+

(A.43)
21019516tk + gubsi] + 2p1[gs1615 + guds;)

Ahora el procedimiento seria:

= Resolver el problema de las secciones anteriores.

» Calcular las derivadas segundas, Ecs. de (A34) a ([A.43]). (Se recomienda un
célculo previo de j4, j5y j6.)

= En el problema de algebra lineal que se obtiene la matriz resulta ser la misma
que en la seccion anterior. Si se emplea la decomposicion LU no hace falta por
tanto volver a descomponer la matriz y pueden usarse las mismas matrices L
y U. El “vector” independiente (una matriz, en realidad), si cambia.

= Encontrar la solucién al problema de algebra lineal columna a columna para
encontrar las segundas derivadas espaciales de A\ y pu.

» Calcular las derivadas deseadas a partir de la Ec. (A.29).

Queremos recalcar que en estas expresiones suponemos que el tensor g es cons-
tante en un entorno local del punto en cuestién, asi que sus derivadas espaciales no
aparecen. Sin embargo, no hacemos ninguna otra suposiciéon adicional. Por ejemplo,
si g es simplemente el tensor identidad multiplicado con un escalar (que es justamen-
te nuestra eleccién), muchas de las expresiones se simplifican considerablemente.
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